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ADVERTENCIA.

En este . tratado hemos seguido, como en
los de aritmética y dlgebra, el 6rden de ideas
de Francoeur: pero mnos hemos separado de
su manecra de demostrar , supliendo las ideas
intermedias, y colocando el titulo del teore-
ma antes de la demostracion; método suma=-

ente estimado de los ge6metras antiguos, y
muy acomodado al caracter y enlace particu-
cular de los principios geométricos.

En la trigonometria hemos preferido las de-
mostraciones analiticas 4 las grificas, porque
aunque este famo es un problema particular
de la geometria, no est{ sometido 4 la regla
y al compas, sino al cilculo, cuyos resultados
se vén mejor en la formulas que en las figu-
ras. Esta consideracion nos ha movido tam-
bien d variar la idea, que generalmente se d4
en los elementos de las cantidades lineo-an-
gulares. Si en dltimo resultado no sen mas
que relaciones 6 miimeros, parece que esta idea
debe preceder 4 toda su teoria. Por esto he-
mos considerado los senos y tangentes, no co-
mo lineas, sino como relaciones de lineas ; NO=
cion, que esparce mucha luz sobre el uso de
estas cantidades en la teoria analitica de la Ji-
niea recta, y por consiguiente en la de las curvas.
.. Se ha puesto al fin de este tratado un apén-
dice de pesos y medidas, Como para la inte




ligencia perfecta de las unidades de superficie
y volumen es necesario el conocimiento pre~
vio de la geometria, por eso hemos reserva-
do para este lugar una noticia, que, aunque
generalmente suele darse en los tratados de
aritmética, es en gran parte ininteligible para
los que ignoran la ciencia de la estension.

Las numerosas aplicaciones 4 la geodesia, y
la noticia sucinta que damos de las pricticas
mas comunes en la medicion de tierras, afo~
ros y arqueo de buques, tienen por objete
mostrar de qué manera deben aplicarse los prin~
cipios tebricos & estos diferentes ramos. Una
instruccion mas estensa y profundizada de ellos
mo es propia de un tratado elemental de geo-
metria.

Nota. El autor mo recomoce por Swyos Sino
Jos egemplares que Heven este setlo.
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GEOMETRIA.

. 1. Geometria es la ciencia, que examina las
propiedades de la cantidad estensa. Todo cuerpe es
estenso, y tiene longitud, latitud y profundidad,
Los limites, que terminan el cuerpo, se llaman su~
perficies, y solo se consideran en ellas longitud y
latitud. Los limites de las superficies se llaman li-
neas, que solo tienen longitud. Los limites de la
linea se llaman puntos, en los que no se conside-
¥a estension alguna,

Articulo 1.° Medida de las lineas Y arcos.
R A

2. La linea se divide en recta, quebrada ¥y curva.

Linea recta es la mas breve distancia entre dos
puntos. Quebrada, la que se compone de lineas
rectas, sin formar toda ella una linea recta, Curva,
la que ni es recta, ni quebrada.

De un punto d otro no se puede tirar mas que
una linea recta; pues la distancia mas corta debe
ser una sola.

La verdadera distancia de un punto @ otro se
mide por la linea recta tirada entre dmbos: por-
que, siendo la mas breve, es la mas ficil de me-
dir, y siendo la dnica, que se puede tirar entre
los dos puntos, no hay otra con quien equivocarla.

Dos rectas no se pueden cortar mas que en un
punto: pues si pudieran cortarse siquiera en dos,
tendrian dos puntos comunes, y por ellos podrian
pasar dos rectas, contra lo demostrado.
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Una recta se puede prolongar indefinidamente
por dambas partes: y &1 en ella se toman dos pun=
tos cualesquiera, la recta, que los . uniese, coinci=
diria en.toda su estension con la primera: pues
“sino, podrian pasar dos rectas por dos pantos.

Una superficie es plana, cuando la recta, que
-une dos cnalesquiera de sus puntos, coincide con la
=superficie en toda su estension.

* 3. *Dos rectas sc suman colocando la una en la
prolongacion de la otra. Se restan, tomando el sub-
‘traendo sobre el minuendo.

Una recta se multiplica por wun nimero, suman-
dola con ella misma tantas veces, €OmMO pnidades
tenga el maltiplicador.

- La medida comun de dos rectas se halla,; colo-
cando la menor sobre la mayor cuantas veces se
pueda, colocando el residuo sobre el divisor cuan-
tas veces se pueda, y continuando la misma ope=-
racion hasta que un residwo quepa exactamente en
el anterior: este ultimo residuo sera la medida ca=
mun de admbas rectas: y la razon que tengan en=
tre si los nameros de veces, que contienen a la
medida comun, sera la razon de ambas rectas: por-
que sta d la medida comun, m y n dichos nume-

’ : md ,m
ros: las rectas seran md y nd, y su razon 7,073
es decir, la razon de los nimeros de veces, quq
contienen la medida comun.

Medir una recta es buscar su relacion con otra
recta, que se toma por unidad. El n@mero de ve-
ces, que la recta dada contenga 4 la unidad, re=

resentara su valor. ! ‘
" Las - rectas_son cantidades, que pueden someterse
al calculo, tanto aritmético, como algebraico: pues
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pueden representarse por nimeros,

- Dos rectas son incomensurables entre si, cnando

al buoscar su medida comun, no se halla “residuo,

que quepa. exactamente en el anterior. En este ca=

80 se toma por medida comun aproximada el resi~

duo, que se juzgue suficientemente pequeso.

- 4. Llimase contorno convexo el que no puede

ser cortado por una recta, sino en dos puntos.
Proposicion 12  De todos los contornos convexos

que van de un punto & otro, es menor el que se

acerca mas - d la linea recta, que une los dos puntos..-

Demostracion. 1.° Sean los dos puntos A y B;
y sean los dos contornos convexos ADB, ACB, com-
puesto cada uno de dos rectas: digo que ACB es
mayor que ADB. Porque, prolongando la AD has-
ta su encuentro en E con la CB, tenemos DE '+

EB>DB,-por ser DB linea recta; y anadiendo 4.

dmbas partes DA, sera AE +EB > AD 4+ DB. Tam-
bien AC4 CE> AE, por ser AL linea recta: ana-
diendo 4 ambas partes EB, sera AC.4 CB> AE &
EB: pero AE+EB se demostrd mayer que AD
DB; luego con mas razon AC + CB> AD + DB.
2.° Sean .los. dos contornos convexos rectilineos
ACDB, AEFGB. Prolongando la EF hasta que cor-

te el contorno ACDB, seri IGDK > IK, por ser es-

ta linea recta: anadiendo a ambas partes Al .+ BK,

sera. ACDB > AIKB. Del mismo modo se demues=
tra que este contorno AIKD -es mayar que el que
resultaria prolongando hasta ¢l Ja FG; y asi basta

llegar al contorno AEFGB, que serd el menor de todos.:

3.° Sean_en fin los dos contornos convexos cur=
vos AMB, AGCB. Tiro la recta EF, que toque el
<omtorno ACB. EMF > EF, por ser esta linea rec=

ta, Aﬁadieudq__ & ambas partes AE 4 FB, sera AMB.

~ 8
”»
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AETFB. Tirando la ki, que toque el contorno ACB,

se demostrara que AEFB > AikFB, y de la mis=

ma manera tendremos un namero indefinido de con-’

tornos, que cada vez se van haciendo menores con=
forme se van acercando al contorno ACB: pero
cuando las cantidades, que estin entre dos limites,
aumentan acercindose al uno y disminuyen acer=
cindose al otro, es prueba de que el primer  li=
mite es mayor que el segundo: luego el contorno
AMB > ACB: luego, &a.

5. Linea circular es una curva, cuyos puntos
estin todos en un plano y distan ignalmente de
otro punto fijo. Centro es el punto fijo, que equi=
dista de todos los de dicha linea, llamada circun~
ferencia del espacio que cncierra, al que se da el
nombre de cireulo. Radios son las rectas tiradas des~
de el centro a la circunferencia. Didmetro es cual-
quier recta, que pasando por el centro, se termina
en la circunferencia. Arco es cualquier porcion de
la circunferencia. Cuerda es la recta, que une los
dos estremos del arco. Segmento es el espacio com=
prendido entre el arco y la cuerda. Segtor es el
espacio comprendido entre dos radios 'y el arco, que
interceptan.

Los radios son iguaales, porque miden la distan=

cia del centro a la circunferencia, que es la mis=

ma en todos sus puntos. Los diametros son iguales,
porque cada uno vale el doble del radio. El dia=-
metro divide por medio la circunferencia; porque
si doblando el cirenlo por el didmetro, mno coln-
cidieran las dos partes de la circunferencia, los pun=
tos de la una no distarian del centro tanto comg
los puntos de la otra.

Prop. 2 El didmetro es mayor que cualauier
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tuerda: porque 2i al estremo de la enerda AB ti-
ramos el radio CB, serd AB< AC+ CB: pero la
guma de los dos radios AC y CB es igoal al dii-
metro: luego el didmetro es mayor que la cuerda AB.
Prop. 33" 8i dos arcos 'son ' iguales, lo serdn

us cuerdas: porque si los arcos son iguales’, se’

podrin sobreponer el ‘uno’ al otro, se ajustarin sus
estremos, y por tanto las rectas (que pasan por
elios, que son las cnerdas: luego &a.

Prop. 42 4l mayor arco corresponde mayor
cuerda. P

Dem. Sea el arco DF mayor gne DB. Tiro los
radios CF', CB: tenemos que CI4 1F>CF, por
ver CF linea recte: pero CF — CB: lnego Cl+ IF
> CB. Restando de ambas partes CI, es IF > ID;
Anadiendo 4 ambas partes 1D, es DF > DIy 1B:
pero DI+ IB > DB, per ser DB linea recta: luego
con mas razon DF > DB: luego &a. :

8t dos cuerdas son iguales, lo serdn sus arcos:
pues si estos no lo fueran, el mayor tendria ma-
yor cuerda, contra el supuesto de ser las cuerdas
1guales, K

Medur un arco es buscar cuantas veces contiene
4 otro arco del mismo radio, que se toma por
unidad. Para esto no es necesario poner en linea
recta 6 rectificar dichos arcos: podremos ver cuan-
tas veces cabe un areo en otro, llevando sobre es-
te la cuerda del primero cuantas veces se pueda,
y las divisiones, que resulten, serdn igunales al pri-
mer arco, pues tienen su misma cuerda. Si resul-
fa residuo, se hallara la medida eomua por el
mismo método que en las rectas. _

Los arcos pucden someterse 4 todas las opera=
ciones del calcalo aritmético y dlgebraico; puce
pueden expresarse por ndinercs.
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2.° De los angulos.

—e

’

6. Angulo es la abertura de dos rectas, que
concurren en un punto. Vértice del angulo es el.
punto donde concurren las rectas que lo forman.
Lados del angulo son las rectas que lo forman.
wDos dngulos seran iguales, cuando coincidiendo .
el wvértice y un lado, coincide el otro lado: pues
habrd igual abertura entre los lados de cada angulos,

La magnitud de un dngulo no pcnde del tama=
7io de sus lados: pues la abertura 6 separacion de
]’os ladas es siempre la misma, sean estos mayores
6 ‘menores,

8i dos dngulos son iguales, los arcos descritod
desde| sus vértices, con un mismo radio deben ser.
iguales: pues comncidiendo los angulos, por ser igua-,
lgs, ¢l punto A’ caera sobre A por ser el radio
AC =AC, y el punto B’ caera sobre D por ser
el radio CB.==CB: luego los arces AB, AB’ coin=
cidirin y serin iguales.

Para hallar, la mayor medida comun de dos 4n-
gulos,, se podra restar el menor del mayor cuantas
veges se pueda, ajustandolos por el vértice 'y un
lado, y viendo lo que queda del angulo mayor:
pero  como al mismo tiewpo se restan los arcos
glemritos desde . sus vértices con un mismo  radioy
serda was facil buscar Ja' mayor, medida; comun de
§8s . COE, Y ¢l  dngulo que corresponda 4 esta, se=
3a la mayor medida comun de los dos angulos.

Prob. Construir un dngulo igual d otro dado,
Sea C cl 'angulo dadg: para construir en el pun=
@, 0 ya angulo igual 4 G, desde G y C' con un

>
. . 5 -



‘mismd radio, deseribo los arcos AR determinnde,
y A'B’ indefinido. Tomo sobre este B'A’ ='BA, te-
mando sus cuerdas iguales: y tirando CA’, el &n-
‘gulo G serd = C; pues sus arcos son iguales,

7. Prop. 52 Dos dngulos cualesquicra san pro-
-porcionales «d los .arcos descritos. desde sus uértices
con wn mismo radio.

*_ Dem. Sean' los dos dngnlos ‘BCA, DON, y los
®rcos ab y dn: 6 estos son conmensurables 6 im-
conmensurables, .

St son conmensurables, SUPONZAMOos que. su me-

dida comun xd quepa m namero de veces en ab,

: - : , ab m
'y n nimero de veces en 4. Seri = ="% La

mayor medida comun de los 4ngulos serd xod,
que cabra m nGmero de veces en ACB, y n nt-

_ L ACB _m ACB
“mero de veces en NOD: lucgo Hon 5o ;.luego NOD
ab

—
nd

—
—— .

Si los arcos son incomensurables , divido el ar-

90 nd en el nimero de partes iguales que quiera:

.y llevando una de ellas sobre el arco ba desde
b, no podri caer en a ningun  punto de divi-
.sto, por la hipitesi de ser dn y ba inconmen-

-

surables: laego el Wltimo punto de division caerd

.en i, y siendo los arcos b, nd conmensurables,
serin como sus Anculos, esto es, — s — -

N TG B v it R B 17 o By R
iCh = ACB+ ICa; ib = ab+ ai: sustituyendo, ser4
ACB ACL W\ & : .

NOD ¥ Nop = 3 + 7. Abora log primeros términos

ge cada miembro ‘son limices invariables, y los ecw
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" gundos gon inerementos disminuibles 4 wvoluntad:

pues el dngulo ACI y el arco ai pueden hacerse
cuan pequenos se (uieran acercando el punto i al
punto a, lo que se logra dividiendo el arco nd
en mayor namero de partes : luego los limites
son iguales, pues hay ecuacion entre las varia=

bles ue se aproxim 4 ell -.1 e0o ACB __ab
» q P an a ellos: luego xGp==°*

luego &a.

Prop. 62 ZLa medida de un dngulo es el ar<
¢o descrito desde su wvertice y comprendido entrd
sus lados. .

Dem. Sea el 4ngulo NOD la unidad 4 que sd
refieren los 4ngulos y su arco nd la unidad a que

. ACB  ab :
se refieren los arcos; siendo ggp= ”—d,pomendo 2

por NOD y por nd, sera ACB — ab; ecuaciony
que (uiere decir, que cualquier dngulo compren—
de 4 la unidad de los éngulos como su arco & Ia
unidad que se tome para los arcos: luego la mediv
da del 4ngulo es el arco que le corresponde.

Qe llaman arcos semejantes los que miden un
mismo 4angulo, aunque descritos con diferentes ra+
dios, como ab, a’b.

Prop. 7.2 ZLos arcos semejantes SOn_ proporcio=
nales @ sus circunferencias.

Dem. Los éangulos BCA, BCD son como su$§

BCA  ab ' . BCA __ a¥ b

“arcos: ‘es decir; gop = 77> ¥ BCD — ra 1UE° 1

ad

a'b! ) g . 2 an
y compomendo serd —— =

=54 I-)_IIT”

b ' 3
E.Z Continuando,

‘Ja misma olxeracion con otros’ dngulos y arcos has=
a dar Ja vuelta al circulo, tendremos demostradq
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que los arcos semejantes ab y a'b’serén proporcio=
males 4 sus circunferencias.

3.° Perpendiculares y oblicuas.

8. Una recta es perpendicular 4 otra, cuando los
<os dngulos, que forma con ella, son iguales. Una
recta es oblicua respecto a otra, cuando los 4n-
gulos, que forma con ella, son desiguales.

Angulo recto es el que- forma una recta con otra,
& la cual es perpendicular: su medida es la cuarta
arte de la ecircunferencia 6' el cuadrante: porque’
siendo BD didmetro, BAD es la mitad de la cir-
cunferencia; y eomo los angulos rectos ACB, ACD
eon iguales, por ser AC perpendicular 4 BD, sus
medidas AB, AD son ignales ; y cada uno de es-
tos arcos vale un cuadrante, '

Todos los #ngulos rectos son: iguales, porque ca=
da uno vale un cuadrante. : g

ngulo agudo es el que no llega 4 recto; 4n-
zulo obtuso es el que es mayor que el recto,

Angulos adyacentes son' los que forma una rec-
ta con otra, con la ¢ual concurre en un punto, -
 Prop. 82 LZLos dngulos adyacentes sumar dos
rectos.,

Dem. Sean los angulos adyacentes FCB, FCD.

Desde C describo una circunferencia. Las medidas’
de los ingulos FCB, FCD son los arcos FB, FD,
cuya suma es BFD: pero BFD' es 'media’ circan-
f\?-reneia, porque el diametro divide la ‘circunferen-
cla en dos partes iguales: luego la suma de los
angulos adyacentes FCB, FCD vale media circun=
ferencia ¢ 'dos rectos, gy 8 T0q ’

-

10
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Reciprocamente , si dos angulos unidos suman dos
rectos, sus lados esteriores estin en linea recta: es
decir, si FCB .+ FCD = 2 rectos, las lineas CD,CB
forman una sola: porque si CB no es prolonga-
cion de CD, lo seri CK por egemplo, y la suma
de los 4ngulos adyacentes FCD .y FCK — 2 rectos:

ro FCD+ FCB,= 2 rectos: luego FCD 4 FCK—

CD 4 FCB: quitando de ambas partes FCD, es
FCK — FCB, el todo — 4 la parte, lo que es ab=-
surdo: luego CK no puede ser prolongacion de CD,
ni otra ninguna recta, sino CB: luego &a.

Consecuencias. La suma de los angulos sucesivos,
que forman varias rectas hacia una misma parte:
y €n un mismo punto de una recta dada, es = 2
rectos: porque FCB 4 FCA 4+ ACE + ECD valen tan-
to como FCB+ FCD, esto es, 2 rectos. ,
"La suma de los 4ngulos sucesivos, que forman
varias rectas saliendo de un mismo punto hacia
todas. partes, es = 4 rectos: porque entre sus la-
dos interceptarin toda la circunferencia.

Prop.. 9.* ZLos dngulos opuestos al vértice sor
iguales: porque ACD ACB = 2 rectos por adya=-
centes: ACB .+ BCE — 2 rectos por adyacentes : lue-
go ACD + ACB = ACB + BCE: quitando ACB de dm=«
bas partes, queda ACD — BCE: luego &a.

Complemento de un angulo es lo que le falta &
sobra para compone: un recto. Suplemento de umn
4ngalo es lo que le falta para componer dos rectos.
9. Prop. 10. La perpendicular es el camino
mas corto de un punto d una recta. .

Dem, Sea AC perpendicular & DCB: tiro la obli=
cua AB: digo que AB > AC. Prolongo la AG has-
ta que CH = AG, y tiro la BH. Doblando la fi=
gura por la CB, caerda CA sobre CH, por ser recs
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tos & ignales los dngulos BCA, BCH. El punto A
caerd sobre H por ser CA = CH: luego las.re(:ra_s
AB, BH, que coinciden por sus estremos , coincidi-
ran en toda su estension, y serdn iguales. Ahora
AB 4+ BH > AH, por ser AIl linea recta: luego la
mitad de AB4 BH, que es AB, sera mayor que
Ja mitad de AH, que es la perpendicular AC:
luego &a. : .

Prop. 11. Zas oblicuas que se scparan igual-
mente de la perpendicular son iguales, y tambien

; i oy SONSYS s
los dngulos que forman cow las G Soie ICI frliac ULl s,

Dem. Sea CB = CD- digo que la oblicua AB 1§
= AD. Porque doblando la figura por la AC, cae-
ri CB sobre CD por ser iguales los dngulos rec-
tos ACB, ACD: el punto B caerd en D, por el su-
puesto de ser ignales CB y CD: luego AB caeri
sobre AD y serin iguales : luego &a. Respecto que
las figuras se ajustan, el dngulo ADC = ABC, y
el ingulo DAC = BAC.

Prop. 12. Za oblicua, que se separa mas de
la perpendicular, es mayor,

Dem. Digo que AE ‘es mayor que AB. Prolon- 16
go la perpendicular AC, hasta que CH =Y AC, y
tiro BH y EH. Doblando la ficura por la CE, cac-
ra CA sobre CH, por la ignaldad de 1os dngulos
rectos ACE, HCE; tambien el punto A caeri so-
bre H, por ser CA — CH: luego AR coincide con
BH, y AE con EH. Ahora, AB . BH < AE + EH,
por separarse mas de la recta AH el contdrno AEH:
luego la mitad de AB+ BH, que ‘es AB, es me-
nor que la mitad de AE + EH, que'es AE: Juego &a,

Reciprocamente, la linca mas corta , que se pue=-
de tirar de un punto d una recta, le es perpena
dicular; pues sino lo fuera, lo seria otra, y esta

B LSRRt e L
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geria la 'menor: distancia del ' punto 4 la rectas,
contra el supuesto.

Las oblicuas iguales distan igualmente de la
perpendicular: pues sino, la que distira mas, seria
mayor, contra el supuesto- de ser ignales.

La oblicua mayor dista mas de la perpendicu=
lar: pues si distara tanto como, la menor, serian
iguales contra el supuesto; y si distira menos, se
ria menor que ella, tambien contra el supuesto.

10. Consecuencias. De un punto d¢ una recta
no se le puede bajar mas que una perpendicular:
pues siendo la mas breve distancia del punto 4 la
recta, debe ser Wnica. :

La perpendicular mide la distancia de un pun-
to d una recta: pues siendo la mas breve es la
mas ficil de medir; y siendo dGnica, no hay con
quien equivocarla,

En un punto de una recta no se le puede le=
vantar mas que una perpendicular, que. esté em
un plano determinado: pues otra cualquiera le-
vantada en el mismo punto, y que estuviese en
dicho plano, formaria angulos desiguales, en el su=
puesto de ser iguales los que formé la primera,
por ser perpendicular.
 Desde un punto d una recta no se pueden ti
rar mas que dos oblicuas iguales; pues la terce-
ra, que se tirase, distaria de la perpendicular mas
6 menos que las otras dos, y seria mayor 6 me-
nor que ellas. | '

_ Prop. 13. Za. perpendicular levantada d una
recta en su mitad tiene todos sus puntos equidis=
tantes de los .estremos de dicha recta.

Dem. Sea CA perpendicalar 4 DB en su witad:
digo que cualquier punto. F de la CA equidista
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de D y B: pnes tiran{lo FD, FB, estae ‘son dos
oblicuas iguales, porque distan igualmente de Ia
perpendicular: luego &a. uld

Prop. 14. ZLos puntos que equidistan de los es-
tremos de una recta, estin en la perpendicular
levantada .en su mitad, 6 lo que es lo mismo,
los puntos, que no estdan en dicha perpendicular, no
pueden equidistar de los estremos de la recta.

Dem. Sea AC la perpendicular levantada en la
mitad de DB: el punto G. que no estien la AC,
no puede equidistar de D y B. Tiro GD, GB y
F8. BF 4+ FG > GB, por ser -GB linea recia: pe-
ro FD = F8 por oblicuas equidistantes de la per-
pendicular: luego FD+ FG 6 DG > GB: luego &a.

8i una recta tiene dos punios equidistantes de
otros dos tomados en otra le es verpendicular: pues,
tomando por estremos de la segunda los puntos se-
nalados, los dos puntos de la primera deben es-
tar en la perpendicular levantada en la mitad de
la segunda: y como por dos puntos solo puede
pasar una recta, se infiere que la perpendicular es
Ja misma recta, que tiene dos puntos equidistan-
tes de los estremos de la segunda.

1. En un punto, tomado en una recta, le=
wantarle una perpendicular.

Sea el punto dado A: tomo dos porciones igua-
les AD, AB. Haciendo centro primero en Dy lue-
go en B con un mismo radio, describo dos arcos
que se corten en H. Tiro la HA, y es perpen-
_dicular 4 DB. Porque tiene dos puntos A y H equi-
distantes de D y B. El panto H equidista de D
y B, porque los radios DH, BH de ambos arcos
son - iguales por construccion.

Desde un punta_dado fuera de una recta, ba.
larle una perpendicular, = '

18
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" Sea T el punto dad(o y DB la recta, Desde F
describo un arco. que corte la recta en los pun=
toos D y B. Desde D y B con un mismo radio
describo dos arcos que se corten en H: tiro la
FH y sera perpendicutar & DB. Porque tiene dos
puntos F y H equidistantes de D y B: F, por
ser centro del arco DB: y H, porque los radios
DH, BH de los dos arcos, que se cortan en Hy
son ignales. '

Dividir una recta dada en dos partes iguales.

Sea DB la recta dada: desde D y B con igunales
radios describo dos arcos que se corten en A,
otros dos que se corten en I; tiro la AH. Esta
serdi perpendicular 4 la DB en sa mitad, pues
tiene dos puntos A y H, equidistantes de los es-
tremos D y B, 4 cansa de ser iguales los radioe

DA, BA, y DH, BH.

4 De las paralelas.

12. Paralelas son las rectas, que estin en nufy
mismo plano, y que prolongadas indefinidamente,
no se encuentran nunca.

Dos rectas perpendiculares @ una misma, sow
paralelas: pues si se encontrasen, desde el punto
de concurso habria tiradas dos perpendiculares so=
bre una misma recta. - :

Prop. 15.  8i d dos rectas las corta una ter=
cera, formando los angulos de eontraria  posiciors
iguales, dichas dos rectas serdn paralelas.

Dem. Sean las rectas BD, AC cortadas por la
HG de modo, que los éngules DFG, AEH scan
{juales: digo que BD y AG serdn paralclas. Para
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demostrarlo, divido larFE)pot medio en 1, tiror
la IL perpendicular 4 BD, tomo LS — LF, tiro la
SI, y tiro IR perpendicular 4 LK. Tenemos que.
IS = IF por oblicuas equidistantes de la perpen=
dicular IL, y por la misma razon los dngulos IFL,
ISL soun iguales: ‘pero IFL — IEK por - hipétesi:
luego ISL — IEK.. Tambien por la equidistancia de
las oblicuas, el angulo FIL — LIS: pero FIL =
EIK por vérticales: luego LIS — EIK. Doblo la
figura por la IK: por ser rectos los 4ngulos RIL,
RIK, caera II, sobre IK; por ser iguales los. dn-
gulos SIL, EIK, czerd IS sobre IE: por ser igua-
les IS é IE, caerd el puisto S sobre E: y por
eer iguales los 4ngulos en S y E, la recta SL
caera sobre E: luego el punto L caeri sobre K,
porque dos rectas no pueden cortarse mas que en
un punte. El #ngulo en K sera igual al 4ngulo
en L, y por tanto serd recto: luego las rectas
BD, AC cerin perpendiculares 4 una misma LK,
¥ por tanto serin paralelas: luego &a.

Tambien, si ¢ dos rectas las corta una tercera,
formando 1los angulos de una misma posicion igua-
les, las dos rectas serdn paralelas.

Dem. Si el angulo HFB = HEA, las dos rec-
tas serin paralelas: porque el dngulo HFB — DFG
{)or vérticales: luego DFG — FEA - pero cuando
os dngulos de contraria posicion son iguales, las
rectas son paralelas : luego &a. )

Tambien, si ¢ dos rectas las corta una terces
ra, formando la suma de los dos dngulos inter=
nos igual d dos rectos, las dos rectas serdan pa-
ralelas. :

Dem. Si EFB. FEA — o rectos, como EFB 4

D = 2 rectos por adyacentes, sera EFB s FEA —



23

)

: 16 ) ‘
EFB + EFD: quitando EFB comun, serd FEA =
EFD: pero cuando los angulos de contraria posicion
son iguales, las rectas son paralelas: luego &a.

13. Prop. "16. ' Por un’punto dado no se pue=
de tirar mas que una paralela duna recta dada.

Este es el célebre postulado de Eaclides, cuya
demostracion rigorosa no han podido hallar toda=
via los matematicos. La proposicion es evidente &
primera vista: pues cualquier otra linea que no
caiga sobre la primer paralela ha de tomar wuna
direccion diferente de la de ambas paralelas, y ha
de cortarlas por precision. Mas este raciocinio no
es una demostracion yigorosa, tal como se pide en
Geometria: sino una simple exposicion de lo que
nos ensena la experiencia. El signiente razonamien=
to es el mas lumineso, que se ha hecho en esta

© materia.

Sea EF la recta dada: por el punto C tirole la
perpendicular CD: levanto en C la CB perpendi=~
cular 4 la CD; serd paralela a EF, por ser am-
bas perpendicnlarcs 4 la €D. Bigo que la CA,
que forma 4ngulo agudo con la CD, se ha de
encontrar con la EF. Para demostrarlo, veo cuan-.
tas “veces cabe el @ngulo BCA en el recto BCD,

sea n el namero de veces que BCA cabe en
BCD. Tomo sobre la CD n namero de partes igna<
les 4 la CE. (S = noes numero entero, se tomard
una mas ), y por los puntos de division tiro GH,
MN. . . . perpendiculares 4 CD. Habré formado n,
nGmero ({: bandas iguales: porque teniendo  las ba=
ses iguales, y los angulos adyacentes 4 las bases
rectos, se podrin sobreponer unas 4 otras. Ahora el
espacio indefinido,. comprendido en el angulo recto

BCD, e mayor que el espacio indefinido BCMN;
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porque este no se esti(euge’ sino por la parte su<
erior, y el otre se estiende por la derecha y por
E\ parte superior: dividiendo uno y otro espacio
por n, quedari el espacio angular BCA mayor que
la banda BCEF. (St se tom6 una banda mas que
7, con mas razon; porque si n. BCA > (n+ 1)

BCEF, seri BCA > BCEF ., ZCEf

n
angular BCA no puede ser mayor que’ Ja banda
BCEF, si la CA no se corta con la EF:’ luego
por el punto C no se puede tirar 4 la EF mas
paralela que la CB.

El defecto de esta demostracion consiste en Ia
‘comparacion de cantidades “indefinidas, que intro-
duce cierta obscuridad en el raciocinio, porque los
limites dados de dichas cantidades son diferentes,
No seria asi, si pudiesen reducirse 4 angulos, cu~
yo vértice estuviese en un mismo punto.

Al idedlogista toca examinar la razon, porque un
principio, tan cierto, tan seguro, como los demas
de las matemiticas, se ha resistido 4 los esfuerzos
de los mas grandes genios, que se han empena-
do en demostrarlo con todo rigor. :

Prop. " t7. 8i de dos paralelas, la una es per-
pendicular ¢ una tercer recta, la otra lo serad
tambien.
" Dem. Sean EF y CB paralclas: si EF e¢s per-
pendicular 4 CD, lo seri tambien CB: porque si-
no lo faese, lo seria otra CA, y esta seria pa=~
ralela 4 EF: luego por el pnnto C se podrian ti-
rar dos paralelas 4 la recta EF, lo que es impo-
sible: luego CA no es perpendicular & CM, ni
“eotra, alguna sino la CB: luego &a.

<dngulos alternos son los que forma en contra=

)- Pero el cspacid

B e bt
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rias posiciones wna reg‘t:\, )qne corta dos paralelas,
; Angulos correspondientes son los que forma en
ignal posicion una recta, que corta dos paralelas.

Prop. 18. 8i a dos paralelas las corta otra
tercer recta, los dngulos alternos serdn iguales.

Sean las paralelas BD, AG, y la recta, que las
corta, HG: digo que el dngulo EFD = HEA: pues
sino, se podria tirar por el punto F una recta
que formase nn angulo = FEA, y esta recta seria,
por lo ya demostrado, paralela a AC, y por el
punto F podrian tirarse dos paralelas 4 la AC,
lo que es imposible: luego el angulo EFD = HEA:
luego &a.

Tambien; si & dos paralelas las corta otra ter=
cer recta, los dngulos correspondicntes serdn igua-«
les: porque el angalo 'EFD = AEF por alternos;
pero EFD — BFil por vérticales: luego HFB =
HEA : luego &a.

Tambien, si @ dos paralelas las corta otra ter
cer recta, la suma de los dngulos interiores se=
rd igual ¢ dos rectos: porque BFE . BFH = 2
rectos por adyacentes: pero BFil — AEF por cor-
respondientes: luego BFE AEF = 2 rectos: luego &a.

14. Consecuencias. 1.2 Dos rectas, paralelas d
una tercera, son paralelas entre si: porque sea
AC paralela 4 BD, y BD paralela a EF: tiro KI
perpendicular a AG: lo sera & su paralela BD;y
por serlo & esta, lo seri a su paralela EF: lue-
go AC y EF, perpendiculares 4 KI, son paralelas
entre si: luego &a.

2« Los dngulos, cuyos lados son paralelos
estdn en una .misma direccion, son iguales.

Dem. Sean los dos angulos BAC, FED: por
gex AB y EF paralelas, los dngulos correspondici-
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tes BAC, FGC son iguales: por la misma razon
FGC = FED: luego BAC = FED: luego &a.

3.4 Los puntos de una recta equidistan de sy
paralela.

Dem. Sean AB y CD paralelas: tiro desde dos
puntos de la primera A y B las perpendiculares
AC y BD sobre CD: digo que AC = BD. Para
demostrarlo, divido CD por medio en F, y tiro
FE perpendicular 4 CD: estas tres rectas, per=-
pendiculares 4 CD, lo seran 4 su paralela AR,
Doblo la figara por la EF: caers FC sobre FD y
EA sobre EB, por la igualdad de los angulos
rectos: caeri el panto C sobre D, por ser FC =
FD: caera CA sobre DB, por la igualdad de los
dngulos rectos en G y D: luego el punto A, con-
curso de AE y AGC, caerd sobre B, concurso de
BE y BD, y sera AC — RD: luego &a.

Problema. Por wun punto, dado fuera de una
recta, tirarle vna paralela.

Sea CD la recta, y B el pusto dado. Tiro des-
de ¢l Ja BC 4 cualquier panto de la CD: formo
en B el dngulo CBA = BGD, y sera BA parale-
la a GD, porque los dngulos de contraria posi-
cion BCD, CBA son iguales,

3.° De las rectas tiradas en el circulo.
R ———.

15. Prop. 19. El radio perpendicular ¢ una
cuerda , la divide ¢ ella Y @ su arco en dos
partes iguales. -

Dem. Sea el radio CD perpendicular 4 la cuer<
da AB: tiro los radios CA, CB, que serin dos

gblicuas igualess luego se separan igualmente de la

2§
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perpendicular: luego E(A = EB. Siendo la CD per-
pendicalar 4 AB en su mitad, todos los puntos
de la CD equidistan de A 'y B: luego las cuer-
das DA y DB son iguales, y por consiguiente
sus. arcos, &a. '

La linea, que satisfaga 4 dos de estas cuatro
condiciones, pasar por el centro, pasar por la mi-
tad de unma cuerda, pasar por la mitad de su ar-
co y ser perpendicular 4 dicha cuerda, ha de sa-
tisfacer 4 las otras dos: porque con dos de estas
condiciones queda determinada dicha perpendicular, -
que por lo demostrado debe satisfacer a todas
cuatro.

Para dividir un arco 6 un éngulo en dos par-
tes iguales, se bajara desde el vértice una per-
pendicular sobre la cuerda del arco. Dividiendo
cada mitad en dos parties iguales, quedard dividi-
do el arco en 4 partes iguales. Del mismo mo-
do se podra dividir un arco en 8, 16, &a. y ew
geneéral, en el nimero de partes iguales, que id-
dique ' cualquier potencia del 2.

16. Problema. Por tres puntos dados hacer pe=
sar una circunferencia.

Sean dichos puntos A, B, D. Tiro las rectas
AB, BD. En sus mitades E F, levintoles las per-
pendiculares EH, FK. Solamente los puntos de la
EH equidistan de A y B: colamente los puntos
de la FK equidistan de B y D: laego el punto
G de concurso de ambas perpendiculaces es el Gni-
co, que equidista de A, B, D: haciendo. centro
en C con el radio CA describo la tGnica circunfe-
rencia, que puede pasar por los puntos A, B, D.

A la verdad, estas dos perpendicnlares no se en~
contrardn, si los tres puntos estin en linca rectay
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pues dos reetas, pérpendiculares 4 una misma, som
peralelas entre si: pero st las dos rectas AB, BD .
no forman una sola, las perpendiculares EH, FK se
han de encontrar: pues si fuesen p:'iral'elas, por
ter BK perpendicular 4 EH, lo seria 4 KF, -
desde el punto B podrian bajarse sobre FK dos
perpendiculares BF, BK, lo que es absurdo.

17. Consecuencias. 12 ZTres puntos, que no es-
tdan en linea recta, determinan la posicion de un
circulo: pues por dichos tres puntos solo puede
pasar una ecircunferencia. .

a4 Dos circulos solo se pueden cortar en dos
puntos: pues si se cortasen en tres puntos, coin=
cidirian, PR

3.4 Una recta no puede cortar d un circulo
mas que en dos puntos: pues si lo cortase en tres,
pasaria una circunferencia por tres puantos, quc es
tuviesen - en linea recta, contra lo demostrado.

4. Dado wun circulo, 6 un arco, se puede
buscar su centro, tomando en él tres puntos, . tie
rando dos cuerdas, y levantando dos perpendicu=
larés en sus mitades: el panto de concurso de es=
tas dos perpendiculares serd el centro buscado,

18.. Tangente al circnlo es una recta, que solo
tiene un punto comun con la circunferencia.

Prop. 20. El radio tirado al punto de con-
éacto ‘es perpendicular d la tangente.

Dem. Sea TG la tangente: tendra todos sus pun- 3o

tos fuera del circulo, excepto el del contacto F-
luego el pmto F es el mas préximo que tiene
al .centro: pero la linea mas corta, tirada desde un
punto & una recta, es perpendicular 4 ella- luego
CF, menor que cualquier otra recta CG tirada

desde el centro 4 la tangente, es perpeandicular a
la tangente: luego &a. ;
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Reciprocamente, la perpendicular al radio en suw
estremo, es tangente al circulo: porque si CF es
perpendicular 4 TG, es la linea mas corta que
se puede tirar del centro 4 la TG: luego todos
los demas puntos de la TG distan del centro mas
que el punto F: luego la TG no tiene mas pun-
to comun con la circunferencia, que el punto I
luego es tangente: luego &a.

Es facil, pues, tirar una tangente 4 un punto

"~ dado de la circunferencia; tirando un radio 4 aquel

punto, y levintandole en él una perpendicular.

Por un punto dado en la eircunferencia solo se
le puede tirar una tangente: pues al radio tirade
4 aquel punto solo se le pnede levantar en ¢l una
perpendicular.

19. Prop. 21.. Zos arcos comprendidos entre:
rectas paralelas son iguales.

Dem. Si las rectas son dos cuerdas DE, AB)
fuera de las cuales esta el centro, tirando el ra-
dio CF, perpendicular 4 la wna, lo serd 4 la ‘otraj

dividira por medio sus arcos: luego ¢! arco
FDA — FEB, y FD — FE: restando, queda DA
=En

Si las rectas son dos euaerdas DE, D'E". en=
tre las cuales esti el centro, tiro el didmetro FEF*
perpendicalar 4 la una 'y lo serd 4 la otra: di-
vidira sus arcos por mitad, y sera DF =— FE, D'F*
— F'E: sumando estas dos ecuaciones, y restando
de las semicircanferencias iguales FD'F’, FE'F, que-
da DD‘=EE".

Si las rectas son la tangente TG y la cuerda
DE, fuera de las cuales estd el centro, tirando
el diametro FF' al punto de contacto, sera per=
peadicular & la tangente, y por. consiguiente & Ia
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cnerda, que le es parglela? y dividira por medio
su arco: luego FD = FE.
Ultimamente , si las rectas son la tangente TG
la cuerda D'E’, entre las cuales esti el centro,
tirando el diametro FF’ al punto de contacto, se-
ra perpendicular 4 la tangente, y por tanto a la
cuerda, y dividira por medio su arco: luego DF’
— F'E’: Restando de las semicircunferencias FD'F’,
FETF', queda FD* = FE" luego &a.

6.° Intersccciones de los circulos.

20. Prop. 22. &i dos circunferencias tienen un
punto comun fuera de la recia, que unc sus cen-
tros, tendrdn otre punto comun.

Dem. Cortense en M las circunferencias C y C"
Tirese MI perpendicular 4 CC’, y prolonguese has-
ta que IN sea — IM. Las oblicnas CM, CN, equi-
distantes de la perpendicular CI, son iguales, y
por tanto N es un punto de la circunferencia C.
Del mismo modo se demostrari que es punto de
la circanferencia C’: luego es comun & #mbas: lue-
go &a. !

Si des circunferencias se cortan en dos puntos,
Ia linea que une sus centros ha de ser perpen=
dicular ala cuerda comun: porque ha de tener dos
puntos, que son los centros, equidistantes de los
estremos de dicha cuerda.

Prop. 23. Si dos circulos se cortan en dos pun-
tos, la distancia de sus centros ha de ser menor
gue la suna de sus radios, ¥ mayor que su di-
ferencia: porque sea D la distancia de los cen-

tros, y R y r los radios de ambos circulos: por

3%
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ter D linea recta, serda D < R r. Tambien, por
eer R linea recta, sera D+ r >R, 6 quitando »
de ambos miembros, serd D >R — r: luego &a.

Si no tienen mas de un punto comun, este ha
de estar en la recta, que une sus centros: pues
i estuviera fuera de ella, habria otro punto coe
mun a 4ambas cireunferencias. ‘
~ Si dos circulos se tocan interiormente D=R
— r. Basta ver la figura, para inferir que CC™
= CA — C"A.

Si se tocan exteriormente , D = R+ r: en efecto
CC‘ = CA £ C'A.

Si no tienen ningun punto comun, Yy esta el
uno dentro del otro, D< R — r: pues CD = DO
— CA — AO: luego CD es menor que DO — CA.

Si no tienen ningun punto comun, y esti el
uno fuera del otro, D > R4+ r: pues DG = DO 4
C’B s+ BO. T

Verificada cualquiera de estas condiciones, se ha
de verificar la propiedad que le corresponde: por-
que hemos examinado todos los casos posibles en
la interseceion y tangencia de los circulos: y co-
mo eada condicion excluye las de los demas casos,
menos la del suyo propio, verificada la condicion,
se verificard dicho caso. Por’ egemplo, si la distan-
cia de los centros es ignal 4 la suma de sus ra-
dios, los circulos se tocarén exteriormente: lo de-
muestro asi: si se cortasen, sera D < R r contra
el supuesto. Si se tocasen interiormente, seria D =—
R—r, y vo=Ryr Si fuesen interiores, seria
‘D< R — r contra el supaesto. St fuesen esterio-
res, seria D >R +r contra el supuesto: luego €3
preciso que se toquen: exteriormente.

La tangente tirada & un circulo ensu punto de

3
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confacto con otro, es tambien tangente 4 este se—
gundo circulo: porque debiendo estar el punto de
contacto en la linea, que une los centros, di=
cha tangente debe ser perpendicular 4 esta linea
Y por tanto al radio del otro circulo, y tangente a ¢l

21. Problema. Por un punto dado hacer pa-
sar una circunferencia, que togque d otra dada
en un punto tambien dado. .

Sea la circunferencia dada €, y los puntos A
y B. Tiro en A la AT tangente al circulo C% de-
bera serlo al circulo pedido; el centro de este
deberd estar en ‘la prolongacion del radio C’A. Co-
mo AB debe ser cuerda del circulo pedido, Ia
perpendicular EF en su mitad debera pasar por
el centro del cireulo pedido: este estari en . C,
Con el radio CA describo el cireulo pedido desde C,

Dado un circulo y una recta, descriktir otro cir-
culo, que toque al dado, que tenga su centro en
dicha recta y que pase por un punto dado de la
misma.

Sea el circulo dado C, la recta dada AO,
A el punto de ella, por donde debe pasar la cir-
cunferencia que se pide. Tomo AR ignal al radio
del circulo dado. Tiro la CR.: y en su mitad P
levintole la perpendicular PT: sa encuentro con
la AO determina el centro del circalo pedido. Por-
que equidistando de R y C todos los puntos de
la PT, perpendicular en la mitad de RC, sera TR —
TC: quitando de ambos miembros AR = MC por
construccion, seri TA = TM: luego el circulo des-
erito desde T con el radio TA pasara por M;
como la distancia de los centros TC = CM 4+ MT,
suma de los radios, dichos circulos se tocan es~
teriormente,

4
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Conocida la distancia de los centros de dos cire
colos y sus radios, se podrd saber si son interio=
res & esteriores, O si se tocan interior & esterior=
mente, 6 si se cortan, examinando cual de las for=
mulas siguientes verifican los datos.

D<R—r

Y SR g >
D—=R—r.

D=R s r

D<Ryry >R—r

72 De los tridngulos.

aa. Tridngulo es el espacio encerrado por fres
vectas. Lados del tridngulo son las rectas que lo for=
man. El tridngulo es escaleno, si sus tres lados
son desiguales: isosceles, si dos de ellos son igna=-
les: equildtero, si sus tres lados son iguales: rec-
tdngulo, si tiene un angulo recto: obtusdngulo , si
tiene un dngulo obtuso : acutdngulo, si sus tres
dngulos son agudos,

Hipotenusa de un tridngulo rectingulo es el la-
do opuesto al édngulo recto. Base es cualquiera de
los lados del tridangulo, sobre el cnal se conside-
ra formado. Vértice del tridngulo es el vértice del
angulo opuesto 4 la base. Altura del tridngulo es
la perpendicular tirada desde su vértice 4 su base.

23. Prop. 24.° El dngulo externo, que se for=
ma prolongando un lado de un tridngulo, es igual
d la suma de los dos dngulos internos opnestos.

Dem. Sea el tridingnlo ABC, prolongnese el la-
do AC y tirese GD paralela & AB. El angnlo
BCD = B por alternos: el dngulo DCK = A por
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correspondientes: pero (el7 :'x)ngulo esterno BCK —
BCD 4 DCK: luego tambien es — B4 A: luego &a.

Prop. 25. Za suma de los tres dngulos de un
tridngulo es = d dos rectos.

Dem. Sea el tridangulo ABC: prolongando el
lado AC, el angulo externo BCK — B4 A: pero
BCK + BCA = 2 rectos: luego B+ A 3 BCA = 2 rec-
tos: liego &a.

24. Consecuencias. 1.4 8i dos dngulos de un
tridngulo son iguales d dos de otro, el tercero
sera igual al tercero: pues es lo que falta 4 Ila
suma de los dos 4ngulos iguales para componer

dos rectos.
2.4 En un tridngulo, que tiene un dngulo rec-

to u obtuso, los otros dos deben ser agudos : pues
si alguno de ellos fuese recto G obtuso, entre los
tres compondrian mas de dos rectos.

3. En el trigngulo rectdangulo los dos dangulos
agudos deben sumar un recto, y sera el uno com=

plemento del otro.
4.¢ 8i son agudos los dngulos de la base de

un triangulo, la altura debe caer dentro del tridn-
gulo: pues si cayese fuera, como BA en el tridn-
gulo BCC, habria un angulo recto A y un ob-
tuso BC'A, que lo seria por ser suplemento del
agudo BC'C.

3.2 8 los dngulos sobre la base son, el uno
agudo y el otro obtuso, la perpendicular debe
caer fuera del tridngulo : pues si cayese dentro,
el triangulo parcial formado hicia la parte donde
esti el angulo obtuso, tendria un dngulo recto y
otro obtuso,

.25 Prop. 26. Dos tridngulos son iguales, cuana
do tienen dos lados iguales y el angulo com=
prendido igual. |

38
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Dem. En los tridngulos ABC, A'B'CY, cea el lae
do AB=AB, AC= AC’ y el dngulo A = A"
Haganse coincidir estos dos dngulos, que son igna-
les: caera el lado A'B’ sobre AB, y como son igua-
les, coincidira el punto B’ con B. Tambien caera
A'C" sobre AG, y como son iguales, el punto C’
caerd sobre C. El lado B'C’, que se ajusta en dos
puntos con BC, coincidird con ¢l en toda su es=
teusion: luego los dos tridngulos coinciden: luego
son iguales: luego &a. :

Prop. '27. Dos tridngulos son iguales, cuando
tienen un lado igual vy dos dngulos iguales.

Dem. Teniendo dos 4ngulos ignales, el tercer
dngulo seri tambien igual. Sea el lado ignal AB
= A'B". Higanse coincidir estos dos lados iguales:
por ser el angulo A’ = A, caerd el lado A'C’ sobre
AGC; y por ser el dngulo B = B, el lado B'C’ cae-
ra sobre BG; como dos rectas no tienen mas que
un punto de concarso, el punto C, donde se en-
cuentran A'C’, B'C, caerd sobre C, encuentro de
AC y BG: luego los dos tridngulos coinciden y

son iguales: luego &a.

26. Prop. 28. 8 dos tridngulos tienen dos la=
dos iguales, el que tenga mayor el dngulo com=
prendido , tendrd mayor el tercer lado.

Dem. Sean los dos triingulos ABC, ABC’; cu-
yo lado comun es AB, BU =BC' .y el angulo
ABC mayor que ABC Colocando el triagngulo ABG’
sobre ABC, de modo que los lados iguales AB se
ajusten, por ser el dngulo ABC mayor que ABC’,
el lado BC' vendra por dentro del triangnlo ABC,

el vértice C' 6 caerd en la base AC, 6 ‘fuera
del triangnlo ABC, 6 dentro de él s

Si cae el punto C' en la base, el tercer ladg
AC' es visiblemente menor que AG e
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Si cae fuera, tcn"lregnm ALLIC SIAEY por ‘ser
AC’ linea recta, vy por la misma razon Bl IC >
BC: sumando estas designaldades, serd AC 4 BC/ >
AT’ BC. Quitando de ‘ambas pavtes BC — BC" por
la hipétesi, sera el tercer lado AGzoAC 200 ol

"1 el vértice G cae “dentro - del tridngulo, el
camino AC+ CB > AC'4 BC, por separarse mas de
fa linea recta: quitando BG = BC’, sers AC > AC:
fuego &a. 20 el

Prop. 29, 8i dos’ tridingulos tienen dos lados
iguales , el que tengea’ mayor el'tercer lado»,.'tgn-'-
drd ‘mayor el dngulo que' se le opone. g

Dem, Sea AB comun, BC = BC’, y AC .>AC'§
Si el dngulo ABC fuese = ABC/, ‘los ' dos triangu-
los, teniendo dos lados y el éngulo comprendido
ignal, serian iguales, y el lado AC = AC’, contra
la hipotesi.! Si ¢l' ABC fuese menof que ‘ABC’, se-
ria el lado AC < AQY, tambien' contra' la hipéresi:
luego el ingulo ABC, que’ no'puede ser igual ni
menor que ABC’, seri mayor que él: luego Xa.

27.- Prop. 3o. " Dos triarngulos son iguales, cuan-
do tienen sus tres lados iguales.

Dém.. Sea AB'=A'B’, AC= A'C’§s BC =B'CY.
El dngulo A es ignal A’ pues si fuese menor,
siendo ignales los lades que los comprenden , - seria
el ladg BC menor que B'C’ contra la hipotesi, y
6i el dngulo A fuaese mayor que A’, el lado B
seria mayor que B'C’, tambien contra la  hipotesi:
luego el “anzulo” A= A", y los dos triangulos ,te=
niendo dos lados y el angulo comprendido  igual,
son iguales: luezo &a. 2 :

- 28, Problems.  1.° Dados dos dangulos de' un
tri 'i'zgulo;rlmlla_r el tercero. :

v Bo el puno ' Q ‘de una recta KN ,"formo" los

)
.
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éngulos MON, MOL, i(guaIZs respectivamente 4 los
dos dngulos dados: y el angulo LOK, que com=
pleta los dos rectos, es el tercer dngulo pedido:
pues la suma de los tres angulos del triangulo
vale dos rectos.

2> Dado un dngulo vy los lados, que lo com=
prenden, construir el tridngulo.

Sea K el angulo dado, y m y n los lados, que
lo deben comprender. Formo el angulo A = K; to-
mo AB=m, y AC=n; y tirando la BC, el
tridngulo ABC serd el pedido.

3° Dados un lado y dos dngulos, construir ek
tridgngulo.

Busco el tercer angulo: Sea n el lado dado, y
ky l los angulos adyacentes a él. Tiro la recta AB
—=n, y formo en A un angulo = £k y en B un
angulo =1, y el triangulo ABC sera el pedido.

4° Construir un tridngulo, dados sustres lados.

Sean m, n, p los tres lados. Tomo CC’ =my
y haciendo centro en C con un radio = n y en
C¢ con un radio = p, describo dos circulos. Des-
de su punto de encuentro M, tiro las MC y MC%
y como estas son respectivamente ignales a n y a
ps el triangulo MCC* sera el pedido. El proble=-
ma sera imposible, a no ser que se verifiquen es=
tas dos condiciones , que n sea < n+p, y=>7n
— p: pues para que se corten dos circulos es
necesario que la distancia de los centros sea me=
mor que la suma de sus radios, y mayor que su
diferencia.

5° Dados dos lados ¥ el dngulo opuesto a
ano- de - ellos , construir el tridngulo.

Sea K el angulo dado, a su lado opuesto y €
su lado adyacente, Fermo el éngulo_A::K._Tp-
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mo AB=c¢c: y desde B con un radio = a des=
cribo un circulo que cortara la AC en los prin=
tos C y C’: tirando BC y BC’, los triangulos ABC,
* ABC’ satisfaran a la cuestion. En este problema
pueden ocurrir varios casos.

1.° 8Si @ es menor que ¢, pero mayor que la
perpendicular BD, resultaran los dos triangulos ya
dichos.

2> Si @ es mayor que ¢, enténces el 2.° pun=
to C’ en que el circulo corta la CA, esta a la
derecha de A: pues la oblicna menor BA debe
distar menos de la perpendicalar, Enténces el tri'fm-
gulo ABC es el vinico que satisface a la cuestion.

3° Si @ es menor que la perpendicular BD, el
problema es imposible: pues el arco descrito des=
de B no llegara a la base.

4° Si a—=BD, el arco sera tangente 4 CA en
D, y el problema quedara resuelto por el trian-
gulo rectangulo BDA.

6. Construir un triangulo rectdngulo, dada la
hipdtenusa y un lado.

Foérmese el angulo recto A. Tomese AC igual
al lado conocido. Hagase centro en C con un ra-
dio ignal a la hipotenusa, y al punto B, donde el
arco corte la base, tiro la CB: el triangulo CAB
es el pedido. .

Dos triangulos rectangulos , que tengan la hi-
potenusa y un lado igual, son igoales: pues estos
datos bastan para consrrair y determinar el triangulo.

En general, dos triangulos son iguales, cuando
tienen dos lados iguales, el angulo opuesto a uno
de ellos ignal, y ambos triangnlos son de una mis=
ma especie, es decir, rectangulos , obtusingulos 6
acutangulos: pues con los dos lados y el angulo
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opuesto a uno de ellos se puede determinar el
tridangulo, con tal (que se conozca su especie,

Son cuatro, pues, los casos, en que se puede
conocer la total igualdad de dos triangulos, co-
nocida la igualdad de algunas de sus partes: 1.°
cuando sus lados, son igunales: 2.° cunando son igua-
les dos lados y el angulo comprendido: 3.° cuan=
do son igunales dos lados y el 4ngulo opuesto &
uno de ellos, y son dmbos triangules de una mis-
ma especie: 4.° cuando tienen un lado igual y dos
angulos iguales y semejantemente colocados.

7.2 Inscribir un circulo en un triangulo dado..

Sea el tridzngulo dado ABC. Divido los 4ngulos
en Ayen C en dos partes iguales con las rectas
AO, CO: el punto donde concarran sera el cen-
tro. Bajando desde él las perpendiculares OD, OE,
OF ¢ sobre los - lados,. estas ~perpcndiculares seran
iguales, y una de ellas seri el radio del cicculo
inscripto. _

y Dem. Les tridngulos AOE, AOT tienen AO co-
mun, el dngulo E=F por rectos, y los angulos
en A ‘iguales por comstruccion: luego. son iguales
.y« OE == OF. Del miswo. modo se demuestra que
OQFE = OD: luego. las tres. perpendiculares OD, OF,
‘OF son iguales: y, haciendo centro en O con' el
radio OF, el circulo descrito pasard por D y E,
las rectas-CA, CB, AB, perpendiculares a los
radios en sus estremos, seran tangentes & dicho
cireulo; y por tanto, el circulo estard inscripto en
el tridgngnio., '
...Lps  tridngules iguales AOE, AOF din tambiea
AE — AF, y, asi mismo bha de ser BF — BD, CD
CE.' Luego'  BC = AC = BD.— AE = BF — AF,
.y siendo por otra parte AD = BF + AF, sexd AF
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"'.:%(AB-’~AC-—BC)(,BF)={;(BC-|- AB — AC).
Del mismo modo se probaria que CD =1 (AC
+ BC — AB % 2

29. Prop. 31. Enel tridngulo isosceles , los cn-
gulos opuestos d los lados iguales, son iguales,

Dem. Tiro desde el vértice la recta CD a la
mitad de la hase. Los triangulos ACD, CDB tie-
ren el lado CD comun, CA — CB por hipéte-
si, y AD = DB por “construccion: luego, teniendo
éus lados iguales, son iguales, y el angulo A =
B: luego &a, ®

Prop. 32. Zn todo tridngulo d dngulos igua-
les se oponen lados iguales.

Dem. Si el angulo A = CBA, los lados AC,
CB son iguales : pues sino, alguno de ellos, como
CA, seria mayor que el otro: y tomando AE — CB,
y tirando la EB, los triingulos AEB, ACB, que
tienen AB comun, AE — BG por coastruccion, y
los 4ngulos comprendidos A y CBA iguales por
hipétest, serin iguales, lo que no puede ser, por-
que la parte no puede ser ignal al todo: luego
AC = CB: luego &a.

En el tridngulo equilitero los tres dngulos son
iguales, porque se oponen & lados iguales, y cada
dngulo vale un tercio de dos rectos 6 4 de un recto,

Prop. 33. Za altura del tridngulo isésceles di-
wide d su base Y a su dngulo vértical en dos
partes iguales, L

Dem. Tirada la altura CD, los triangulos ACD,
CDB tienen AC=CB por hipétesi, los dngulos
en D iguales por rectos, y el angulo A — B por
oponerse a lados iguales:. luego son iguales: luego
AD = DB, y ACD = DCB: luego &a,

$o.  Prop, 34. Las partes de qos paralelas ,

)
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interceptadas entre om(zs ?io?s paralelas, son iguales.
Dem. Sean AB y CD paralelas, y BD y AG
paralelas. Tirada la AD, los tritngulos ADB, ADG,
que tienen AD comun, el dngulo BAD = ADC
por alternos, y el dngulo BDA =D \C por al-
ternos, son iguales: luego BA = DG, y B =
AC: luego &a. '

Prop. 35. S8i d dos rectas iguales las unen
otras dos iguales, cada una sera paralela a’ s
opuesta.

Dem. Sea AB=CD, y BD — AC: tirada la
AD, los tri;'mgnlos ABD, ADC, que tienen ADB
— CD, AC=138D y el lado AD comun, son igua-
les: luego el dngulo BAD = ADC, y siendo al-
ternos, las rectas B\, DG son p;\rnlclas: tambie:
el angulo BDA = DAC, y siendo alternos, las rec-
tas BD, AG son paralelas: luego &a.

Prop. 36. &i dos rectas son igpales y para-=
lelas, las rectas que las unan, serdn tambier.
paralelas € iguales.

Dem. Sea AB igual y paralela & CD. Tirad:
la AD, los triangulos BAD, DAC, que tienen AD
comun, el lado AB = DG por la hipotesi, y los
angulos BAD, ADC iguales por alternos, seran
iguales: luego BD = AC, y el éngulo BDA=
DAC, vy siendo alternos, las rectas BD, AC se-
ran pamlc:as: luego &a.

31. Prop. 37. En todo tridngulo al mayor
dngulo se opone el mayor lado.

Dem. Sea el angulo BAC > C. Tiro la AD

ne forme el dngulo DAC = C. Eu el triirgulo
DAC, sera DA = DC, por oponerse d dngnlos igua-
les: pero AD: DB > AB, por ser AB linea rec=
ta, luego CD+DB 6 CB > BA: luego &a.



35

IEn todo tridngulo ¢Sl nu)zyor lado sc opone el
mayor dnglo.

Dem. Sca el lado BC >BA: el idngulo BAC
no puede ser = C, porque enténces ]f)s .la(!os
BC y BA, opuestos a dngulos ignales, serian igua-
les contra la hipétesi. Tampoco el angulo BAC <
C: pues el lalo BC seria < BA, por oponerse
al menor lado: luego, si el dangulo BAC ni es
ignal, ni es menor que C, es mavor que C: luego &a,

32. Prop. 38. Dos cuerdas iguales equidistan
del centro.

Dem. Sean iguales las cuerdas AE, CD: bi-
joles desde el centro las perl;emliculares OL,Ol y
tiro los radios OD, OA. Los tridngulos ODL, OAI
que tienen DL = AT por mitades de cuerdas igna-
les, OD = OA por radios, y son rectangulos, son
iguales: luego OL = OI: Juego &a.

Dos cuerdas equidistantes del centro son iguales.

Dem. Si OL — OI, tirando los radios OD, OA,
los tridngulos OAI, OLD; que tienen OD — OA
por radios, OL = OL por bhipditesi y son rectan-
gulos, serin igoales, y sera Al — DL: pero estas
son mitades de las cuerdas: luego las cuerdas son
iguales: luego "&a.

Prop. 39. La cuerda mayor dista menos del
centro.

Dem. Sea AB mayor que CD:seri el arco AB
mayor que CD: tomo sobre el arco AB, AE =
CD, y tiro la cuerda AE: siendo igunales los ar-
cos AE, CD, sus cuerdas serin iguales y equi-
distarin del centro: luego OL — OI: pero Ol es
mayor que OG, y OG, oblicva con respecto a la
AB, es mayor que la perpendicular OK: luego OL
> OK: luego &a,
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Prop. 4o0. Za cuerda, que dista menos del
centro, es mayor,

Dem. Sea OK < OL. Si la cuerda AB fuese s
CD, equidistarian del centro contra la hipéresi. Si
AB fuese < CD, distaria mas del centro contra la
hipotesi: luego AB, que no es igual, ni menor
que CD, es mayor que ella: luego &a.

8.° DMedida de los dngulos en el circulo.

R e ——

33. Llimase inscripto en el circulo el angulo,
cuyo vértice esti en la circunferencia , y cuyos la-
dos son cuerdas del circulo,

Prop. 41. Za medida del dngulo inscripto es
la mitad del arco sobre que insiste.

Dem. O uno de los lados pasa por el centro,
6 el centro esti entre los lados, 6 fuera de ellos.

Sea el angulo inscripto GAD, cuyo lado AD pa-
sa_por el centro. Tiro el didmetro EF, paralelo a
AG. Los angulos GAD, ECD son iguales por cor-
respondientes : pero el arco ED es medida del an-
gulo DCE; -luego tambien lo es de. DAG. El ar-
co ED=TFA, por medidas de los angulos DCE,
ACF iguales por vérticales: pero AF — EG por
comprendidos entre paralelas: lnego DE = EG : lue-
go DE es mitad de DG: luego el dngulo GAD tie-
ne por medida la mitad del arco DG. )

Sea el 4angulo BAG, que ticne el centro en-
tre sus lados: tiro el didmetro AD. El dngulo BAD,
que tiene el centro en su lado AD, tiene por me-
dida la mitad del arco BD. El dngulo GAD por
la misma razon tiene por medida la mitad del
arco DG: luego el ingulo BAG, suma de los dos
£iene por medida 7BD +5DG, 6 1BG,




(37)

Sea el Angulo MTAB, que tiene el eentro fuera de

"sus lados. Tiro el diametro AD. La medida del

angulo HAD, que tiene el centro ensu lado AD,
es zHD: la del angnlo BAD por la misma razon
es 5BD: luego la del angulo HAB, diferencia de
los dos es sHD — JBD, 6 IHB: lnego &a.

34. ' Consecuencias. 1.2 Se llama angulo del seg-
mento el que esti formado por uma tangente
una cuerda tirada al punto de contacto. Su medi-
da es la mitad del arco que subtende la cuerda.
Porque sea TAD el angulo del segmento. Tiro el
didmetro AD. La medida del angulo recto TAD es
la mitad de la semicircanferencia ABD. La medi-
da del angulo inscripto. BAD es 1BD: luego Ia
del angulo TAB, diferencia de los dos, es LABD
— 3BD, 6 1AB: luego &a.

2.8 El éngulo inscripto en el semicirculo es rec-
to: pnes su medida sera la mitad ‘de la semicjce
<cunferencia. El angulo mscripto sobre un arco, ma-
Yor que la semicircunferencia, es obtuso: pues sa
medida sera mayor que la mitad de la semiecircun-
ferencia, El angulo inscripto sobre un arco, menor
-que la semicircunferencia, es ‘agudo: pues su me=
dida serd menor que la mitad de la semicircunferencia,

3.2 Los angnlos inscriptos, que insisten sobre
un mismo arco, son iguales: pues todos tienen por
medida la mitad de dicho arco.

4> El angulo inscripto es la mitad del central,
cuando ambos insisten sobre un mismo arco: pues
el inscripto tiene por medida la mitad del arco,
Y el central todo el arco.

35. Problemas. 1° Zevantar una perpendicu-
lar en el estremo de una recta sin prolongarla,

Sea A el punto donde_se quiere levantar una
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perpendicular 4 la AB. Desde un punto cnalquiera
C hago centro con el radio CA, y describo un
circulo que cortardi a AB en A y en B. Tiro el dia=
metro BD, y por su estremo D la cuerda DA,
que serd perl»cndicular 4 AB; porque el dngnlo
DAB inscripto en el semicirculo es recto.

2° Desde un punto, dado fucra de un circulo,
tirarle una tangente.

Sea C el circulo, y D el punto dado. Desde
D al centro del circulo tiro la DC: y haciendo
centro en su punto medio con un radio igual a
su mitad, describo un circulo, que cortard al dado
n Jos puntos B y A: tirando a ellos las rectas
)B, DA, estas seran tangentes al cirenlo C: por-
gue tirando los radios CA, CB, los angulos DBC,
DAC, que insisten sobre el diametro DC, seran
rectos; luego las rectas DB, DA son perpendicu~-
lares 4 los radios CB, CA en sus estremos: lue=-
go seran tangentes al circulo C.

3.° Sobre una recta dada construir um arco
de circulo tal, que cualquier dngulo inscripto ern
él sea igual d un dngulo dado.

Sea BE la recia dada, y A el angulo dado. For-
mo en el punto E ‘el angulo BEK = A. En la
mitad de BE, levantole la pcrpendicular GG: en
el punto E levanto la EC perpendicular a EK. En
el punto C de concurso de estas dos perpendi-
culares hago centro, y con el radio CE describo
un cireulo que pasara por B, porque el punto o
ue estar en la CG, perpendicular 4 BG en su
mitad, debe equidistar de los estremos de la BE:
Juego ‘el cfrculo; que pasa por E, debe pasar por
B. Tambien'la EK debe ser tangente a el circulo,
por ser per.pendicul_ar al ‘radio CE en su estremo.
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Sentado esto, digo que cnalquier angulo inscripto
ea el arco BE, como BOE, es igual al angnlo A.

Dem. El sngulo BOE tiene por medida la mi-
tad del arco Bi por ser inscripto: pero el angu-
lo BEK, poe ser del segmento, tiene por medida
la mitad del mismo arco: luego los angulos BOE,
BEK son ignales: pero BEK = A por construccion:
duego BOL = A: luego &a. »

4.° Dados tres puntos . determinar un cuarto
punto, conocidos los angulos, que forman las lineas
tiradas desde el 4.° punrto d los otros tres.

Scan los tres puntos A, B, C: y los angnlos da-
dos AC'B, BC'C. Construyo sobre AB un arco ca-
paz del dngnle AC'B: sobre BC un arco capaz
del angule BCC: el punto de concurso de estos
dos arcos sera el 4.> puato. Pues tirando desde él
rectas a los otros tres, los angnlos que estas rec-
tas formen, ins‘cri[)tos en los arcos construidos, de-
ben ser ignales a los angulos dados, y por tan-
to dicho punto de concurso satisface 4 la ccudie
cion del problema,

3.° Construir un tridgngulo, dada su base, su
altura y su dngulo vértical.

Sea b la base, h la aleura, A el angulo vérti-
cal. Sobre la base BE — construyo un arco ca-
paz del angulo dado A. Levanto GI perpendicu=-
far a la base, ¢ ignal & 2. Por su estremo I tiro
DD’ paralela 4 la base, que cortara la circunfe-
rencia en D y D% Tirando DB, DE, DB, DE,
los tridngulos BDE, BD'E satisfaran 4 la condicion
pedila: pues tienen la base 6, la altura h, ylos
angulos vériicales D y D', por inscriptos en un
arco capaz del angulo A, seran iguales a4 dicho
angulo A. Estos dos triangulos son iguales, por
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tener el lado BE comun, el angulo D=D" yel

angulo DEB = D’BE por insistir sobre iguales are
cos DB, DL

Y : " .
9.° Lineas proporcionales vy triangulos semejantes.

R ——

¥36. Prop. 42. Si sobre una 'recta 'se tomars
partes iguales, y por los puntos de division se ti=
ran rectas paralelas entre si, que terminen ern
otra recta cualquicra, interceptardn en esta par=
tes iguales. '

Dem. Sobre la recta AH tomense las partes
iguales AB, BC, CD, DE, y tirense las paralelas
Aa, Bb, Ce, Dd, Ee, que terminen en la ah:
digo que las partes ab, bc, cd, de serin iguales.
Para demostrarlo, por los puntos a, b, ¢, d tiro ai,
&l, cm.... paralelas 4 AH. Como ai=AB, bi=BC,
cm=CD por paralelas entre paralelas, siendo AB
=BC=CD, serd ai=dl=cm; vy los triangulos aib
ble, cmd.... tienen un lado igual, les dngulos en a,
b, ¢ iguales por correspondientes, y los 4ngulos
en &, ¢, d iguales’ por correspondientes: luego son
iguales: luego ab—=bec=cd: luego &a.

Pvop. 43 Sitres paralelas cortan d dos rectas,
las cortan en partes proporcionales.

Dem. Si 4 las rectas AIl, ah las cortan las pa-
ralelas Aa, Ee, IIh, sera -]E}::}l: 6 componiendo
-i% =2 :'—(: Puede suceder que las partes EH, EA sean

conmensurables 6 inconmensurables entre si.

St son conmensurables, tendran una medida co=
mun, que cabrd un nimero exacto de veces en EH
y en EA, y tirando por los puntos de division pa=
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ralelas 4 Aa, interccptafén en la ah partes igua~
les, dé las: enales habri tantas en ‘he y ea, como
veces cabe en EH y EA su medida comun: luego
Ja razon de he 4 ea serd la misma, que de
HE a EA. -

St son inconmensurables, dividiendo la LA en
cualquier nimero de partes iguales, y llevando una
de ellas sobre la EH, ningun punto de division
odrda caer en H, pues serian en este easo conmeri-
~surables las EH, EA. Sea, pues, I el punto de di-
vision mas cercano a H: tiro Ii paralela a Aa, y
como AE y  EI  son conmensurables,- tendremos
I ei

¥i = Pongo por EI su igual EH — HI, y

ca

. : EH HI eh hi
A — e T et —
porei, eh = hi,y seri Ea ™ Ex S epiril

y hi pueden. ser cnan pequenas se quieran, to=
mando mayor namero de partes en la EA, lo que
aproximara . el punto I .al punto H cuanto se Guie=-
ra: lnego ci:los dos ‘miembros de la ecuacion son
ignales en cualquier. grado de aproximacion & sus
limites, sus limites lo seran tambien, y por tan-
EH eh

BA — ¢ luego &a.

37. Prop.  44.  Si en un tridngulo se tira una
vecta paralela a'un ‘lado, cortard los otros dos
en partes proporcionales. : TN

Dem. Sea el triangulo AHC; Si EB es para-

; 7. KE AB 5
lela a HC, sera En = - Porque tirando por A
la Aa paralela 4 EB, y de cualquier tamafo, y
tirando ah paralela a AC, y prolongando EB -y
HC hasta ah, por estar las dos rectas AH, ah
cortadas por las tres paralelas Aa, Ee, Hhi, sera
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AE
TIT = 7! pero ac = AB, y ¢h =DBC por parae
lelas entre paralelas: ]ue"o ;I}IT—' B luego &a.

Reciprocamente, si una recta corta proporcio=
nalmente dos lados de un trzangulo, es parale-
la al tercero.

Dem. Si Eﬁ = ;:( , EB es paralela 4 HC: por=-

# EA
que sino, lo seria a otra recta HL, y seria “EH

_AB
=41 : luego estas dos ecuaciones, que tienen los pri-

meros miembros iguales, tendrin tambien iguales los

AB .
segundos, y serd o = §r: siendo en estos dos

quebrados iguales los numeradores iguales, tambien
lo serin los denominadores y BL = BC, el todo
igual 4 la parte, lo que es 1mpos1ble' luego HL
no puede ser paralela 4 EB, mi otra alguna rec-
ta, que no sea la HC: luegn &a.

Prop. 45. 8i d varias rectas, que salen de
un punto, las cortan dos paralelas, las cortan en
partes proporcionales.

Dem. Sean las rectas AB, AC, AD, AE, AF,
cortadas por las paralelas BF, 6f. En el tridngu-

lo ABC, por ser bc paralela & BC, seri % =

AAC. En el triangulo ACD, por ser cd paralelaé

AC AD i
CD, sera -~ =73 del mismo modo se prueba
AD __ AE AE __ AF 1 _ Ac
queasr = 1Y (I“" Ac — Af- luego Ab et %
AD _ AE _ AF
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38. Problemas. 1.°(A' )tres rectas dadas "ha-
llar una 42 proporcional
Sean las tres rectas m, n, p. Formo el dngulo
HAC. Tomo AE —m, AB=mn, y tiro la EB’;
tomo AH =p, y tiro HC paralela a4 EB; sera
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AC la 4.« proporcional : porque siendo EB para-

’ , AE AH m P
g 6 HE, lnork: Sdiqe, 03 2k

2° Dividir una recta en cualquier numero de
partes iguales.

Sea AF la recta dada. Tiro caalquier recta Fa, 69
y tomo sobre ella tantas partes iguales, como debe
tener la recta dada: Desde a, adonde llega la Gl-
tima, tiro Aa, y por los demas puntos de divi-
sion, tiro paralelas 4 Aa. Estas paralelas, que
dividen la Fa en partes iguales, dividirin tambien
la FA en el mismo nimero de partes iguales,

3.°  Dividir una recta en partes proporcionales
d las de otra recta dada. :

Quiero dividir la recta AF en partes proporcio- 70
nales & las de la recta af. Tiro por F la Fa’, y
tomo sobre ella sucesivamente las partes de la Sa;
por el iltimo punto @' tiro la Aa’ y por los de-
mas puntes de division sus paralelas, y dividirin
la AF en partes proporcionales & las’ partes de
Fa' 6 de fa.

39. Dos triangulos son semejantes, cuando tie=
nen sus dngulos respectivamente iguales.

Prop. 46. Dos tridngulos son semejantes 1.° si
tienen dos dngulos del uno respectivamente igua-
les d dos dngulos del otro: porque los terceros
angulos deberan ser tambien iguales,

2.’ i tienen sus lados respectivamente parale=
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fos: porque los 4ngulos formados de lados para-
lclos son ignales.

32> 8. tienen sus lados respectivamente per=
pendiculares.

Dem. Sea A’C’ perpendicular 4 AC, B'C’ per-
pendicular 4 BC, y A'B’ perpendicular 4 AB. Di=
go, que el dngnlo C'=C, A"=A, B'= B. Por-
que prolongando A'C’ y B’C‘ hasta que se en-
cuentren con la AC, en el tridngulo rectingulo
EC'F, sera el dngulo C° complemento de E,yen
el triangulo rectingulo ECG, sera el “4dngulo C
complemento de LE: pero los dngulos de an mis=-
mo complemento son iguales: luego C = C": del
mismo modo se probari que A =A', y B=18B"
luego a.

o

4> Si tienen sus lados proporcionales.

AB L CERIR oy -
Dem. Sea g = 3o = vo: tomo AD = A’B;
. F S0AB AC
y tiro DE paralela 4 BC, serd -5 = 3§, pero
AB AC AC AC , L) g
TR luego i = A" lnego AE = A'C". Tiro

EF paralela & AB, y serd i;; — —2—3—: pero AE = A'Ct

y BF — DE por paralelas entre paralelas: luego
AC BC AC BC BC BC

———

¢ = DEF Pero 1o = 3T luego 55 = W:lue-
go DE =B'C’; luego los triangulos ADE, A'B'CS,
que tienen sus lados iguales, son igunales: pero
ADE es semejante a ABC, porque tienen el an-
gulo A coman, y los ingulos en D y B iguales
por correspondientes: luego ABC y AB'CY son
semejantes: luego  &a. o -

5° Si tienen un dngulo igual comprendido en=
tre lados proporcionales.
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(45) .
' ) ' jasee AR5 -4
Dem. Sea el dngulo A = A’, y w5 =1t Cor

loco el tridngulo A’B'C’ sobre ABGC, de modo que
e ajusien los angulos iguales en A, y la base B'G*
venga a ser DE. Como por la  hipbtesi hay pro-
. AB AC A ’ 3 .
porcion 5 = 53, sera DE paralelaa BC, y los
: i

éngulos en D y B iguales por correspondientes;

luego el triangnlo ADE, 6 A’B'C’ es semcjante 4
ABC, pues tienen dos angulos igunales: laego . &a.
40. Lados homdélogos son los que se oponen i
iguales angulos en los tridngulos semejantes. _
Prop. 47. Zos tridngulos semejantes ticnen' sus
lados homdlogos proporcionales.

Dem.  Scan semejantes los triangulos ABC, A'B'C
serd el dngulo A=A, B=B’, C=C". Coloco
el tridgngulo A'B'C’ 'sobre ABC, de médo que el
angulo A’ coincida con su igual A, y el lado B'C’
caiga en la posicion DE; por ser el angulo B
6 D igual al de la misma posicion B, sera DE
paralela a BC, y cortara proporcionalmente los la<
dos AB, AC; luego —f:g :—::%; 6 —:{-: ::—.::;' Ti-
ro por E la EF paralela 2 AB, y cortara pro-

porcionalmente a AC y BC: luego %?‘ :z—ﬁ, 6

por ser BF — DE por paralelas entre paralelas,

a7 AGn. BC 1l &
scra AC — o - luego Q.

Prop. 48. Las paralelas, que cortan d va-
reas rectas, que salen de un mismo punto, es-
tan cortadus por estas rectas cn partes propor=

cionales.
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Dem. Los triangnlos ABC, Abc semejantes, por
tener el angulo en A comun y B=15 por cor=

: AC BC y
respondientes, dan “4c = - Los triangulos CAD.

.

. ° AC
Cud semejantes por la misma razon, dan - =

Ac
CD . . .
~a * luego por igualdad de los primeros miem=

Bc ' 'tp . CD
bros, = =—7" Del mismo modo probaré que —

__DE DE _ EF
=T Y i = o luego &a

41. Llamase escala una recta, dividida y sub=
dividida en partes, de las cuales cada una repre=
senta en el papel una unidad de las que sirven
para medir el terreno.

Para formar una escala de 1000 partes, se di-
vide la recta en 10 partes iguales, y cada una
de ellas, como desde 1 hasta 100, representara
una centena. La primer centena se divide en 10
partes -iguales, y cada una de ellas representara
una decena. Para representar la unidad, es nece-
sario tomar la décima parte de la decena, opera-
cion dificil, porque para que las partes de es-
eala no sean muy grandes, debe ser pequena la
decena. Para tomar la unidad con mas facilidad,
se forma un rectangulo sobre la centena, caya al-
tura, de tamaino arbitrario, se dividira en 10 par-
tes iguales, y se tiraram por sus puntos de divi-
sion paralelas a la centena. Tirando transversales
desde los puntos de division de la centena supe-
rior a los inmediatos dé la inferior, estas sena=
larin en la primer paralela, que encuentren, una
unidad de la escala, en la segunda 2, enla 3.2 3,
&a,: porque los triangules que forman con la al-
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tura del rectangulo, s<()u 7scmejmltes, y las bases
de dichos triangnlos deben estar entre si en la
misma razon que las divisiones de la altura.
Con esta escala es facil pasar sobre el papel
una linea ‘medida en el terreno, dindole tantas
partes de escala, como unidades tiene. Tambien es
facil saber cuantas unidades tiene una linea del
papel, cogiéndola con el compas, y viendo sobre la
escala cuantas partes coge de ella aquel intérvalo.
42. Problemas. 1.° Medir una altura inaccesi-
&le por su estremo superior.*
Sea EF la altura, que quiero medir. A una
distancia competente de su estremo inferior E, fijo

dos jalones CD, AB, perpendiculares &4 la recta -

EA, que tiraré en el terreno, y alineo al ojo los
estremos D y B con el vértice F de la altura.
Considerande tirada la recta BG paralela  al
horizonte, los triangulos BGF, BHD, semejantes
por tener el ingulo comun B, y los éngulos en

. BH __ BG L
H y G rectos, din g5 = r. En esta proporcion

es conocido BH = AC, distancia de los jalones:

lo es HD, diferencia de ellos: lo es BG = AE,
distancia del jalon mas apartado del edificio al
pie de este: luego podré conocer por 4.° término
la GF; y anadiéndole GE 6 BA, longitud del me-
nor jalon, tendré la altura EF, que se ha pedido.

2.° Medir una altura enteramente inaccesible.

Este problema se reduce al anterior, tomando un
punto cualquiera A y determinando su distancia AE
al pie de la altura, 4 que no se puede llegar. Para
determinar la AE, levantole en A la perpendicular
4B de un tamaiio proporcionado, y en B tiro la
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BQ perpendicular 4 AB de un famaiio arbitrario.
Tiro desde Q la visual QE, y marco el punto (0]

en que corta la AB. Los tridngulos semejantes
! " RO AO .
EAO, OBQ dian TQ = AE» que determina la AE,

Esta misma operacion sirve: para determinar una
distancia, accesible solo por un estremo.

3° Determinar una distancia inaccesible por
amkbos esiremos.

Ser AB la recta inaccesible. Tomense tres puntos
0, M, N; desde los cuales se descubran los estre=
mos de AB; tirense OM, ON, y las visuales -OA,
OB, MA, NB bhasta donde se puedan prolongar:
tomese RN = LON; tiro RS paralela & OB, y
como corta 4 NO en su mitad, cortard tambien

I3

4 BN en su mitad, y serd BS = 1BN. Tiro. ST
paralela a ON, y cortardi & BO en su witad T.

~ Con una operacion semejante Ccorto a OA ensu
mitad Q: tiro la QT, que serd paralela & AB,
porque corta proporcionalmente los lados OA, OB
del triangulo OAB: luego los trizngnlos OQT, OAB
son semejantes, y sus lados proporcionales; y como
0Q es mitad de OAy sera QT mirad de AB;
luego doblando la QT, se tendra el valor: de AB.

S; las visnales no se pueden prolongar mucho,
tomese RN —a 'la 3.» 6.52 parte &a. de ON; y
saldra la QT una parte semejante de AB.

43. Prop. 49. Si dos rectas estan cortadas
por tres paralelas equidistantes , lo estardn en su
mitad: y la paralela de en medio serd igual a
la: semisuma de las otras dos. 1

Dem. Si las paralelas Aa, Ee, Hh son equidis«
tantes, cortaran a las rectas AN, ah en la mis=

6
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ma proporcion, que a( 4la)perpendicular, que se
tirase entre ellas, es decir, por mitad.

Tambien tirando AC paralela 4 ah, es Be = Aa
por paralelas entre paralelas, y EB = JHC, por
ser AE — JAU: luego Ee == Aa 4+ JHC = Aa + JHA
— fAa = JHh + JAa: luego &a.

Prop. 5o. i desde el vértice del dngulo recto
de un triangulo rectdngulo se baja una perpen
dicular sobre la hipotenusa, quedara el tridngulo
dividido en dos semejantes al total y semejantes
entre si.

Dem. Sea el tridngulo rectingulo ABC. Bajo
AD perpendicular sobre la hipotenusa: el triangulo
BAD es semejante al total BAC, porque tienen el
dngulo B comun, y los angulos en'D y A iguales
por rectos: por la misma razonel tridngulo CAD
es semejante al total: luego todos tres son seme-
jantes: luego a,

Consecuencias. 1.2 ZLa perpendicular bajada des-
de el vértice del dngulo recto de un tridngulo
rectingulo sobre la hipotenusa es media proporcio-
nal entre los segmentos de esta: porque los tridn-
gulos semejantes BAD, DAC tendrin sus lados

proporcionales, y darén —%i— s —%, 6 DA’=BD xDC.

2.4 Cada lado del dngulo recto es medio pro-
porcional entre toda la hipotenusa y el segmento
correspondiente: porque los tridngulos semejantes

> BD AB
BAD, BAC din 43 = 3 6 AB’ = BC x BD.
Tambien en los tridngulos semejantes CAD, CAB

¢¢ tiene —i—% w8 ;g—, 6 AC’ = BC x CD.
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3e El cvwadrado de la hipotenusa de un tridn=
gulo rectangulo es igual da la suma de cuadra=

dos de los otros dos lados. Porque siendo AB' =
BCx BD y AC" = BC % CD, sumando seri AB’-{-"
AC’ = BC x BD + BC x CD = BC (BD+CD) =
BC x BC — BGC”. Ista famosa proposicion es la 47

del libro 1.° de los elementos de Euclides y la mas
clisica de toda la Geometria.

42 En el tridngulo rectangulo, dados dos de
sus tres lados, se puede determinar el que fal-
ta. Porque sea a la hipotenusa, b y ¢ los lados;

’ 2 2 2 o
sera @ — b + ¢, yen esta ecuacion, dadas dos de
las tres cantidades a, b, ¢, se puede determinar
la tercera.

54 El cuadrado del lado opuesto d un dngu-
lo agudo en un tridngulo es igual a la suma de
cuadrados de los otros dos lados, menos dos ve=
ces el producto de uno de ellos por la distancia
del veértice del dngulo agudo @ la altura bajada
sobre é€l: vy

Fl cuadrado del lado opuesto & un dngulo ob-
tuso en un tridngulo es igual d la suma de cua-=
drados de los otros dos lados mas dos veces el
producto de uno de ellos por la distancia del vér=
tice del dngulo obtuso d la altura bajada sobre él.

Dem. Tirada sobre AC la perpendicular BD,
resultan dos triangulos rectingulos BDA, BDC,

que din AB’=BD’+ AD’, BD” = BC" — CD%:
luego AB’ =BC’— CD'+ AD". §i CD=AC—
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AD, como sucede cuando el ingulo C s agudq,

seri AD” — CD” = AC" — 2AC. CD, y AB’ =

BC’ + AC’ — 2AC. CD. ;
Si CD = AD — AC, como sucede cuando el

dngulo C es obtuso, sera AD” — CD* — AG .+ 2AC,
CD;y AR’ = BC’; AC* 4+ 24C. CD: luego &a.

6.* Dados los lados de un tridngulo, es fdcil
determinar de que especie son los dngulos opuestos:
pues si el coadrado de un lado es ignal 4 la su-
ma de enalrados de los otros dos, su ingulo opues-
to serd recto: si es menor que dicha suma, sn
angulo opuesto seri agudo; y si es mayor, obtuso,

7.4 La  perpendicular bajada desde” un punto
de la circunferencia sobre el didmetro es media
proporcional entre los segmentos del didmetro, ¥
la cuerda tirada al estremo del diametro es me-
dia proporcional entre el didmetro y el segmento
correspondiente: porque el triingulo, que forma el
diametro con las dos cuerdas tiradas a4 sus estre~
mos, es rectangulo, por ser recto el Zingulo, (e
insiste sobre el semicirculo: pero en el triangulo
rectangulo la perpendicular es media proporcional
entre los segmentos de |a hipotenusa, y cada la-
do del angulo recto es media proporcional entre
la hipotenusa y el segmento correspondiente: luego &a.

8.2  Los cuadrados de las cuerdas tiradas a
los estremos del didmetro son como los segmentos
correspondientes de este., :

Dem. = Siendo cada cuerda media proporcional
entre el diametro y €l segmento ‘correspondiente,

veri AB"=BC x BD, y AC’=BC % CD: luegb
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AB? BD

o D luego &a.
44. Prop. 51. S8i dos cuerdas se cortan en un
circulo, el producto de las partes de la una es
igual al producto de las partes de la otra.
Dem. Sean las dos cuerdas BC, DE. Tiro las
BE, CD: los triangulos ACD, ABE son semejantes,
porque tiecnen los dngulos en A iguales por vér=
ticales, y el dngulo B =D, por inscriptos que in=
sisten sobre un mismo arco CE: luego son seme=

F . Srbe AR
jantes, y sus lados propoxcmnales, y serd Jp =

%%, 6 AB x AC = AD x AE: luego &a.

Prop. 52. i desde un punto tomado fuera de
la circunferencia se le tiran dos secantes, cada
una multiplicada por su parte esternd dda el mismo
producto.

Dem. Sean las dos secantes AC, AE. Tiro BC

DE. Los triangulos ABC, ADE tieaen el an-
gulo en A comun, y los angulos C y E iguales,
por inscriptos que insisten sobre un mismo arco

BD: luego son semejantes y sus lados proporcio-
} C AB- ',
nales, y sera AE ! -;D;,,o AC x AD = AE x AB,

luego &a.

Prop. 53. Si desde un’ punto dado fuera de
la circunferencia se le tiran una secante y una
tangente, la tangente serd media proporcional en-=
tre la secante y la parte esterna.

Dem. Sea AE la secante, Yy AB la tangente.
Tiro BE y BD. Los tridngnlos ABE, ABD tieunen
el angulo A comun, y el angulo E = ABD; pues

i -
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ambos tienen por mt:di(da la mitad del areo BD,
el piimero por 1nscripto, y el segundo por formarse
de una tangente y una cuerda; luego estos dos
triangulos son semejantes, y sus lados proporciona=-
les; esto es, %:—:—%: luego AB’ = AD x AE:
luego -&a.

45. Prob. ZEntre dos rectas dadas hallar una
media proporcional.

Sean las dos rectas m, n. Tomo sobre una misma
recta BA —=m, AC = n. Sobre BC describo uu
eemicirculo: levanto en A, AD perpendicular a
BC, y sera media proporcional entre los segmen-
tos BA, AC del diametro; 6 entre las dos rectas
dadas m y n.

Dividir una recta dadaen media y estrema razon
es dividirla en un punto tal, que la parte mayor
sea media proporcional entre toda la recta y su
parte menor,

Dividir una recta en media vy estrema razon.

Sea la recta dada AC. En su estremo A levan-
tole la perpendicular AD = XAC. Haciendo centro
en D con el radio DA describo un circulo; tf-
role por el centro la secante CD. Tomo su parte
esterna CE sobre CA,y senalard el punto B, en
que CA estard dividida en media y estrema razon.

Dem. Siendo CE’ secante, y CA tangente, por
ser perpendicular al estremo A del radio, sera la
tangente media proporcional entre la secante y el

CE’ CA
segmento esterno: luego x = it restando nu-
meradores y denominadores, resultara un quebra-

. ] CA
do igual & cualquiera de estos, como <E: luego
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CA CE : ( 54) y
e ='T:EI~A:“ pero CE‘ — CA = CE, por ser CA

= al didmetro del circulo EE', pues 1CA fué su
radio, y CA — CE — AB: luego —%;—- ok -‘%—: lue«
go CB'=AC x AB: luego &a,

10> De los poligonos.

el ———

46. Poligono es toda figura terminada por li=
neas rectas, Cuadriddicro es el poligono de 4 la=
dos: pentdgono el de 5: exdagono ¢l de 6: octé-
gono, el de 8: decdgono, el de 10: pentedecd-
gono el de 15, &a.

Diagonal es toda recta tirada desde un 4ngulo
4 otro opuesto en una figura.

Angulos salientes son aquellos, cuyos lados for-
man un contorno convexo con los adyacentes . de
la fignra; y dngulos entrantes son aquellos, cu-
yos lados y los adyacentes de Ia figura pueden
ser cortados por una recta en mas de dos puntos.

Prop. 54. Za suma de los dngulos interiores
de un poligono es igual d tantas veces dos rece
tos como lados tiene menos dos.

Dein. Tirando diagonales desde un dngulo 4 los
opuestos, resultaran tantes tridngulos, como lados
tiene, el poligona menos dos: porque todos los la=
dos del poligono, ménos los dos adyacentes al an=-
gulo, seran bases de dichos triangulos. Los tres 4n=
gulos de cada tridngulo valen 2 rectos: pero los
&agulos’ del poligono 'se componen de los angulos
de estos triangulos: luego &a.
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Prop. 55. Za suma de los dngulos esteriores
de un poligono, guc resultan prolongando todos
sus lados en un mismo sentido, es igual @ 4 rectos,

Dem. Sea n. el ntmero de lados del peligono,
Cada angulo esterior con su interior suman 2 rectos:
laego la suma de ingulos interiores y- esteriores
es 2R x n. La suma de los interiores se ha de-
mostrado que es = 2R (n ~—2) = 2Rz — 4R Res-
tando de la suma total, queda 4R, suma de los
esteriores : luego &a.

47.  Poligonos regulares son los que tienen to<
dos sus lados y angulos iguales: irregulares los que no,

El valor de cada angulo interior de un poligo-
no regular se halla partiendo la suma de sus 4n<

’ 2R gy )
gulos por el nimero de ellos; (: :

es la formu-

la, que representa el valor de un dngulo interior

de wun poligono regular de n lados.
Los cuatro angulos de un cuadrilitero valen

rectos: porque la férmula 2R (7 =2 ), siendo n

= 4, se convierte en 4R.
El cuadrilitero, que tiene dos lados aralelos.
q p > Y

los otros dos no, se llama trapecio.
Paralelogramo es el que tiene cada lado para-

Ielo 4 su opuesto.
Si un cuadrilitero tiene cada lado igual & su

opuesto, 6 dos lados opuestos ignales y paralelos,
€s paralelogramo; porque en ambos casos los la-

dos Opuestos son paralelos,

En todo paralelogramo los lados opuestos son
iguales , por paralelas entre paralelas,
. En todo paralelogramo los angulos opuestos son
iguales, por suplementos de uno mismo, que es
el adyacente 4 ambos,
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Si un para\elogramg tie()\e un é4ngulo recto, lo
seran todos cuatroy porque el opuesto le es igual, y
los adyacentes son sus suplementos.

Rectangulo es un paralelogramo, cuyos cuatrg
dngulos son rectos.
~ Prop. 56 Las diagonales de un rectangulo sor
1guales.

Dem. Los tridngulos ADC, BDC tienen los aAn-
gulos en D y C iguales por rectos, el lado DC
comun, y el lado AD — BC por opuestos de un
paralelogramo: luego son iguales , 'y AC =.BD:
luego &a.

Cuadrado es un rectingulo, cuyos cuatro lados
son iguales,

Rombo es un paralclogramo, cuyos lados son
ignales, sin ser rectos sus dngulos.

Prop. 57. En todo paralelogramo las diago=
nales se cortan en su mitad. ?

Dem. Sea el paralelogramo ADCB. Los tridn=
gulos AOD, BOC tienen los angulos en O igua-
les por vérticales: los 4ngulos DAO, OCB igua-
les por alternos; Yy el lado AD — BC por opues-
tos de un paralelogramo: luego son iguales, y AO
— 0C, y DO = 08: luego &a.

Prop. 58. En tode rombo las diagonales son
perpendiculares entre si.

Dem. Siendo AD — AB por lados del rombo,
y OB —= OD, porque la diagonal de un paralelo=-

ramo esta dividida en su mitad por la otra, tiene
Ja AOC dos puntos equidistantes de D y B: luego
es perpendicular 4 DB: luego Xa.

Cuando todos los lados de un poligono son cuer=
das de un circulo, se dice que el poligono esta
inscripto en el circulo, ¢ el circulo cincunscripto
al poligono.
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Cuando todos los lagio]d)e un poligono son tan=
gentes de umr circulo, se dice que el poligone
esta circunscripto al circulo ¢ el circulo inscripto
en el poligono,

48. Prop. 5). Todo poligono regular puede ins-
wribirse ¥ circunscribirse en un circulo.

Dem. Sea regular el poligono ABCDEF. Divido
en dos partes iguales los angulos en A y B con las
rectas AO, BO, que se encontrarin en O: tire la
OC y digo que esta sera igunal a OA y OB y
dividira por medio el aogulo en C. Porque el tridn-
gulo OAB es isbsceles , por ser los angulos OAB,
OBA iguales por mitades de los angulos iguales
sdel poligono. Ademas, el triangulo OBC es igual
a OAB, por tener el lado OB comun, BC — BA
por lados de un poligono regular, y los #ngulos
comprendidos OBA, C2C iguales por construccion:
luego el tridngulo BCC es tambien isésceles , y por
tanto OC = 0B, y el dngulo OCB = OBC es tam-
bien mitad del angulo del poligono. Del mismo
modo demostrarémos que OD, OE, OF son iguales
a 0A, y dividen por medio el angulo del poligono.
Luego haciendo centro en 0O con el radio OA,
la circunferencia que se describa pasara por to-
dos los vértices del poligono, Y por tanto este
quedara inscripto en ella,

Tambien, si desde O bajo la OG perpendicular
al lado del poligono, lo dividira por medio, vy
hacienda centro desde O con el radio OG, la circune
ferencia, que se describa, pasara por los puntos
medios de los lados del poligono: porque siendo estos
guerdas iguales del circulo circunscripto deben
equidistar del centro: y como en dichos puntos
guedios es el lado del poligona  perpendicular al
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radio, serin tangentes a la circunférencia, y cne=
d.lr'.i’el poligono circunseripto a ella: luego-&a.

Llamase centro de un poligono regular el centro
de sus circulos inscripto y circuuseripto. Radios
oblicuos del poligono son las rectas tiradas desde el
centro i los angalos; gque deben dividirlos por medio.
Radios rectos ¢ apoiecmas del poligono son las
perpendiculares bajadas desde su centro sobre los
lados; que deben dividirlos por medio. :

Para ecircunscribic un circulo & un poligono re=
gular dado, tirense dos vadios oblicuos, dividiendo
por medio dos angulos contignos. El punto de sn
encuentro sera el centro. Haciendo centro en él
con el radio oblicuo, se¢ tendra la circunferencia
circanseripta  al poligono.

! Para inscribir um circulo en un poligono dado,
tiro dos apotecmas, levantando dos perpendiculares en
las mitades de dos lados coatiguos: el punto de su
encuentro seri el centro. Haciendo centro en “él
con la apotecma, tendré la circanferencia inscripta.

Angulo del centro del poligono es el formado
por dos radios oblicuos contignos: su medida debe ser
el arco que subtende el lado del poligono en el
circulo circunscripto. Este arco es ignal 4 roda la
circanferencia, 6 4 rects, dividida por el nawme-
ro de ladow.

49. Problemas. 1° Dado un circulo y un po-
ligono regular inscripto en €l, circunscrivirle otre
poligono del mismo niumero de lados. : <

Tirense tangentes -ea los  puntds medios. de los
arcos, que subtenden los lados del poligono i(_ls-
cripto: y estas tangeoies formaran el poligono cir=
cunscripto. '

Dem. Sea el poligono inscripto - ABCDEF. . Las
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« tangentes .ab, bc, cd, &a. por ser pcrpem‘.?cnla-
res 4 los radios Og, Oi &a. son paralelas i los la=
dos del poligono inseripto, forman Zngulos ignales
a los de este, y por consigniente iguales entre sia
Ademas, los tridngulos GOB, BOI iguales’, por ser
rectangulos, y ser OB coman,y 0G = Ol por apo-
tecinas, son iguales; luego el dngulo GOB = BOI,

el angalo GOI esta dividido en sn mitad por
Ja 03. Tambiea los triingulos g0b,. b0i tienen, ade=
mas de ser rectingulos, 05 coman, y Oz el f 1
luego’ son iguales; Inego la 40 divide tambien por
mitad el angulo GOI, y por tanto, cae sobre la
OB: luego las dos tangentes ab, bc se encuentrad
en la prolongacion del radio OB. Los tridangulos

: z OB BA 4
semejantes OBA, Oba din o = 37 los tridingu=

: , OB BC
los semejantes OBC, Obe dan gy = ——: luego por

~

. . - : RA :
ser los primeros miembros iguales, 5= = ——; pero

BA — BC, luego #a = be. Lo mismo se probari
de Jos demas lados del poligono circunseripto abedef;
siendo sus dngulos iguales, se infiere que es regular,
Pudicra circunscribirse el poligeno pedido tiran-
do tangentes en los wvértices del poligono mnscrip=
to: el poligono formado de_estas tangentes seria re=
gular, por la igualdad de los triangulos formados
sobre los lados del inscripto. :
. 3> Dado un circulo y un poligono circunscrip=
to d él, inscribirle otro del mismo numero de lados.
. Tiro los radios oblicuos del poligono circunscrip=
to, y los puptos en que corten la cirennferencia,
seran los vértices del inscripto; porque se ha des
mostrado que el centro y, cada dos yértices cor=
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respondientes del poligono inseripto y del circuns« =
cripto deben estar en una misma recta,

3° En un circulo dado inscribir un exdgono
regular.

Llévese el radio como cuerda sobre la circunfe~
rencia, y la dividird en seis partes ignales: porque
el lado del exigono regular es igual al radio del
circulo circunseripto.

90 Dem. Sea FE el lado del exagono regular ins=<
cripto; tirando los radios OF, OL, seri el dngulo
del centro 0 = i(?- = 3R: y como los tres angu-
los de un tridngulo valen dos rectos, la suma de
los dngulos OFE, OEF serd = aR —{R:—/!R_;

’ - -
y como estos dos angulos son iguales, por ser is6s-

celes el tridngulo GFE, cada uno vale 4R, y es
ignal al dngulo O: luego el tridngulo OFE es equian=
gulo, y por tanto equilitero: luego FE — OF:
luego &a.

’ 4.°> Inscribir en un circulo dado un tridngula

equildtero.

Inscribase en dicho circulo un exidgono regular

. tomando arcos dobles de los que subtenden sus

J Tados, las cuerdas de estos arcos formaran un tridn-
gulo equilitero: porgue siendo iguales dichos ar-
cos dobles, lo serin sus cuerdas.

91 Para hallar el valor del lado FD del triingulo
equilitero inscripto, tiro los radios OF, OD, que
siendo iguales a los lados DE, EF del exigone
regular inscripto, forman con ellos un rombo, y
sus diagonales DF, OE se cortan perpendicular-
mente, En el tritngulo rectingulo DIO, e DI
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y/(DO" — OI'): pero Ol = JOE = 1OD: lueso DI
= y1D0" = %DOV 3: luego su doble DF = DOV 3,

Luego €l lado del tridognlo equilitero iuscripto
es inconmensurable con el radio.
3.2 Inscribir en un circulo dado un cuadrado.
Tirense dos diametros perpendiculares, y tirense
cuerdas por sus estremos, y formaran el cuadrado,
El lado del cuadrado inscripto AD se halla en

el tridngulo rectingulo ADC, en que AD'.: DC?
= AC"; pero DC = AD: luego 2AD* = AC” —

4A0": luego AD’ = 2A0", y AD — AOy 2: luego
el lado del cuadrado es inconmensurable con el ra-
dio del circulo.

El lado del cuadrado es inconmensurable con su
diagonal: porque esta es el diametro del circulo
circnnscripto, y si el lado del cuadrado inscripto
es inconmensurable con el radio del circulo, lo
sera tambien con el diimetro.

6> En un circulo dado inscribir un decdgono
regular,

Dividase el radio en media y estrema razon, y
su segmento mayor sera el lado del decagono re=-
gular inscripto,

Dem. Sea AB el lado del decigono regular ins-
eripto. Tiro los radios OA, OB, y la BC, que
divida por medio el angulo OBA. El angulo 0 =

'-}OR = 7R: luego OBA +OAB = aR — sR = -ER,!
como son iguales, sera cada uno — -gR: luego el dn-

sulo ABC = ;R =0: luego los tridngulos AOB,

92
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ABC iienen el Angnlo A comun y el angnlo ABG
='0: luego son semejantes, y si ‘AOB es isbsceles,
tambien lo ¢s ABC, y por consiguiente AB = BC;
5~unbi‘n'os‘ isosceles el triangwlo, OCB, por ser el
angnlo OBC = 0: luego BC = CO y por tanto AB
== CO. Los triangulos semejantes. OAB, ABC dan
O\ _ AB
AR =p APS

OA oC ? i 7
¢ = 3¢t luego el radio O\ esta dividido en G

6 poniendo por AB, su ignal CO,

én med'la y estrema razon; y su SPgmcnto mayor
OC s, ignal al lado del decagono regular inscrip-
to: luego &a. :

Para inscribir el pentigono regular en un cir=
cnlo, se inscribe primero el decigono, y se tiran
despues las cuerdas de los arcos dobles. Estas for-
maran el pentdgono regular inscripto.

. 1Como 'los lados del exagono y del decagono ins—

cripto subtenden arcos, que son la 62 y 10? parte
de la circanferencia, la diferencia de estos arcos,

esto s ¢ — == =, dard el lado del pentedecigono
inseripto. y 1

¢ 72 “Dado ‘vn circulo 'y un poligono  regular ins=
eripto en él, inseribirle otro poligono regular de do-
ble nimero de lados. RN LT TR R

- Pividanse por . medio Jos . arcos del poligono ya
fecripto, Y sits caerdas formaran el poligono ins=
eripto de 1 doble . miiinero de ladosailioms oq nhivi

« 5¢ sabe,: pucsa inscribir en el cireplo los poli=
) “cuyos nimeros de lados' estan representados

.

gonos ,
fwor 352", X 2", 5% 2""' y 15 X ?".. I.Jo's demas po=
Jigsohos: e inscriben ‘comunmente -dividiendo por tan=
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teo la cireunferencia’ en’ tantas- partas’ ignales como
lailos ‘debe ‘tener el prligonos annquez hay akznnos,
que la' geometria inseribie con exaetitnd por medids,
cuya esplicacion no tiene lagar ea un tratado -

elemental, » il " |
Jo. Siguen algunos teoremas sobre los cnadriliteros.
1.° En todo caadriliitero mscripro en el circulo 9% '

la suma de dos angulos opuestos vale dos rectos:
porque siendo inscriptos los dngulos B y O, ten-
drén por medidas las mitades de los arcos AOC,
ABC, y estos dos arcos suman toda la eircunferencia,

‘2. Todo cuadrildiero, en que la suma " de ca=
da dos dngulos opuestos sea''— 2 rectos, es ins-
cripiible en el eirculo.

Dem. Sea el cuadrilitero AOCB* en ‘que A +C
=Rk, y 0+ B‘=2R. Hago pasar una circunfe=
rencia por los pantes A,,Q, C: si esta Do’ pasa
por B, pasaria por B, y tirando BA, BC, por ser
el cuadrilatero ABCO 1ascripto, serd B+ O — 2R:
.pero 04 B = aRk por hipitesi: luego B340 = 04
B’,.y quitando O comun, B = B lo que, es ab-
sardos como (e¢ puede ver tirando la AC y la
BB’: entdaces el dogulo B, suma: de dos angulos
esternos de los trifhgulos, ABB‘, CBB’; seri ma-
yor que la suma B’ de los internps: luego &a.

3.° Todo rectdnguio es inscriptitle-en el circu.
lo: pues la suma .de sus dngulos opuestos vale dos
rectos. Las diagonales del rectangulo seran did-
metros del circulo circunscripto; porque cada 4an-
gulo'del rectifigulo esta inscripto en la’ semicire
cunferencia, por ser recto. ‘

4° En todo cuadrildtero inscripto en el circu-
lo," el producto de ‘las dos diagonales es igual d
la suma de los productos de cada lado por s opuesto.

Dem. Sea ABGD el cuadrlitero mscripto, DB, g5




6
C sus diagonales. FO\"{TIO46)1 angulo DCK — BCA.
Los tridngulos BCA, DCK tienen el ingulo BCA =
DCK por construccion, y los dngulos en A y D igna-
les por inscriptos sobre un mismo arco BC: lnego

lados homdlogos s ional ]
sus lados homdlogos son proporcionales, y serd +7

g -gg—, y CA x DK = CD x BA. Los triangulos BCK,

ACD tienen los angulos en B y A iguales por
inscriptos sobre un mismo arco CD, y el angulo
BCK = ACD: porque si & los 4ngulos iguales BCA,
DCK, seaiade el ingulo ACK, serd el angulo BCK

= ACD: laego dichos triangulos son semejantes,

sus lados proporcionales, y sera %‘;— :%%, y CA
x BK = AD x BC. Sumando las dos ecuaciones, se-
rva CA (DK+BK) 6 CAxBD =CD x BA+ AD x
BC; luego &a.

5.° En todo paralelogramo la suma de cua-
drados de las diagonales es igual a la suma de¢
los euadrados de los lados.

Dem. Sea el paralelogramo ABCD; bijense AE,
BF perpendiculares sobre DC: los tridngulos rec-
tingulos ADE, BCF son igaales, por ser AD =
BC por paralelas entre paralelas, y AE = BF por
Ja misma razon: luego DE = CF. Si el sngulo D
es agndo, su suplemento G debe ser obtuso. En el
triangulo ADG, por ser D 4ngulo agudo, serd

AC* =AD"+ DC” — 2DC x DE. En el triangulg
DBC, por ser obtuso el dngulo C, serdi BD" =
BC 4+ DC”+ 2DC x CF. Sumando, es AC+BD =
AD’ r DC"+ BC*+DC%: luego &a.
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11.° De las figuras semejantes y de la circunferencia.

-'T—*—

51. Dos poligonos son semejantes, cuando las
diagonales, tiradas desde angulos homodlogos, los di-
viden en tridngulos colocados en un mismo &érden
Yy respectivamente semejantes,

Prob.  Construir sobre una recta dada un po-
ligono semcjante d otro dado.

Sea la recta dada ab, homologa de AB. Tiro las
diagonales AC, AD, AL Construyo sobre a4 un
tridngulo ¢ semejante 4 T, haciendo los angulos
cab, cba iguales respectivamente 4 CAB, CBA.
Construyo sobre ac el triangulo ¢* semejante a T%
y sobre ad el triangulo ¢” semejante 4 T, y so-
bre ae, t"“ semejante 4 T'“: la figura abedef se-
ri semejante & ABCDEF, porque los tridngulos par-
ciales de la una son semejantes 4 los parciales
de la otra.

Prop. 60. Dos figuras semejantes tienen sus dne
gulos iguales y sus lados homdélogos proporcionales.

Dem. Sean semejantes las fignras ABCDEF, abedef.,
Por ser semejantes los triangulos T y ¢, sus la=

: ) BC CA

dos serin proporcionales, vy por tanto —= — —.
. ., ’ ’ ’ CA

por ser semejantes los tridngulos T yt,sera — —

cD n BC cD

&> Y por igualdad de razones —— = .. Del

mismo modo se demuestra la proporcionalidad de
los demas lados. Tambien por ser semejantes los
tridngulos T y ¢, sera el angulo BCA = bca: por
ger semejantes T' y ¢, serd el angulo ACD = acd:

9

97




(66)

sumando estas dos ecuaciones, serd BCD = led:
del mismo modo se demuestra la igualdad de los
demas angulos: luego &a.

Prop. 61. §8i dos figuras tiencn sus lados pro-
porcionales vy sus dngulos iguales, son semejanies.

Dem. Los triangulos T y ¢ son semejantes, por
ser el dangulo B = 4 por la hipdtesi, y los lados que
lo comprenden proporcionales, tambien por la hi-
potesi: Luego sera el dngulo BCA = bca: restin-
dolos de BCD y bed iguales por la hipdresi, serd
ACO = acd. Tambien por ser T y ¢ semejantes,

BOS o5 0AG BC __ CD L e
€ o = 2 pero —— =7 por la hipotest
AC cD

: luepo los tridngulos T v t¢ tienen
ad Q o y

luego — =
ignales los angulos en C, y comprendidos por lados
proporcionales; lnego son semejantes. Del mismo
modo se demuestra la semejanza de los demas trian-
gulos: luego estas dos figuras, que tienen seme=
jantes sus triangnlos parciales, son semejantes: luego &a.

Prop.” 62. Los poligonos regulares de un mis=
mo numero de lados son semejantes.

Dem. Por ser regulares, los lados de cada uno
seran iguales entre si: luego la razon de un lado
del unoal homélogo del otro seri siempre la misma.
Tambien por tener un mismo nimero de lados, el
valor de cada dngulo sera igual en ambos poligonos:
luego tendran sus lados proporcionales y sus angu-
los ignales, y seran semejantes: luego &a.

Llamanse lineas homblogas en dos poligonos se=
mejantes las que forman 4ngulos iguales con dos
lados homélogos, y los dividen en partes propor=
cionales, .

Prop. 63. LZLas lineas homologas de dos poli=




6
gonos semejantes” son ;gro;o)rcionales d sus lados.
Dem. Sean semejantes los poligonos ABCDEF,
abedef. Tiro las G, gh, que formen angulos igua-
les con los lados BC, be y los dividan de modo

que = —S‘—;{. Tiro EH, eh, EC, ec. Por ser

L
las figuras semejantes, lo son los triangulos ECD,
EC cD cD B cH

ecd, y es Yoo = ed 5 pero —- — — = —3 lue-

EC CH - .
80 =" Yy los dngulos comprendidos ECH,

ec

ech son iguales, por serlo los totales en C Yy q
y los parciales ECD, ecd: luego los triangulos
EHCG, ehc son semejantes, y serd -];;—{ :{:zl— —
BC
e
EHG, ehg iguales, porque los totales en H son
iguales por la hipétesi, y los parciales EHC, ehc
lo son por ser el tridngulo EHC semejante a e/,
Tambien los dngulos GEH, geh son iguales; por=-
que los totales en E son iguales, como tambien
los parciales HEC, hec, y CED, ced; luego los

.y 3 ,» GH
triangulos GHE, ghe son semejantes: y serd g

HE CE ED
B wpss o= & ]uego &a.

Los tridngulos EHG, ehg tienen los dngulos

Se llama perimetro en wuna figura 4 la suma
de sus lados,
Prop. 64. Zos perimetros de los poligonos  se=
mejantes son proporcionales d sus lineas homélogas.
Dem. Por ser semejantes los poligonos ABCDEF,
BC CD

AB ,
abedef, sera W = e = -7 Sumando numerados
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res y denominadores, resultard una fraecion igual 4 cual-
AB{BCICDY... __ AB

quiera de estas: luego “abgboyedy... — ab® PErO la

razon de dos lados homblogos AB y ab es igual a

la de dos.cualesquiera dimensiones homologas: luego &a,

Prop. 65. Zos perimetros de dos poligonos re-
gulares de un mismo nitmero de lados son como
sus radios rectos vy oblicuos.

Dem. Los perimetros de dos poligonos regula-
res de un mismo namero de lados, que son seme-
. AB . 2
jantes, son como .- O como sus mitades 1B, ib
Los trianeulos IBO, ibo semejantes por el angulo

&) J [
1B BO
’ s 4 e s
coman O y los angulos rectos I, i din —- = =

10
= —-: luego &a.

o

52. Prop. 66. El circulo es el limite de to=
dos los poligonos que sc le pueden inscribir y
circunscribir.

Dem. Todo poligono inscripto en el circulo es
menor que ¢l, porque siempre la caerda es me=-
nor que el arco, y ha de quedar un espacio en-
tre el arco y la cuerda: pero si se dobla el ni-
mero de lados del poligono inscripto, sera AG +
CB > AB, y quedara un espacio ACB entre el
primer poligono y el 2.7°: luego los poligonos ins-
criptos en el circulo aumentan doblando el ndame=-
ro de lados: mas nunca llegan a igualar al circulo.

Tambien: la suma de las dos tangentes CE +EL
>CL, y siempre queda el espacio CEL entre el
poligono circunscripto y el circulo, y por tanto
este es menor que todo poligono circunscripto. St
s¢ dobla el nGmero de lados del poligono circuns=
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cripto, sera AK la mitad de uno de ellos, y sien-
do KA, perpemlicuhr a OE, menor que KE, sera
AK + KC< CE, y quedari un espacio doble de
KEA entre el nuevo poligono y el anterior: lue-
go doblanlo el nimero de lados, el polizons cir-
cunscripto se hace menor y se acerca al cireulo:
mas nunca puede hacerse ignal a él: luego &a.
Prop. 67. Las circunferencias son como sus radios.
Dem. Sean G y ¢ dos circunferencias: Zy z los
excesos de los perimetros de dos poligonos regulares
de un mismo namero de lados circunscriptos 4 ellas:
dichos perimetros serin C+Z y ¢4z Sean R yr
los radios de dichas circunferencias. Por ser los po-
ligonos de un mismo nivnero de lados, serin sus
perimetros como los radios rectos R y r: y ten-
CLZ R

dremos —=- =5, 6 despejando de quebrados, Cr

+Zr = cR +zR. Cr y cR son invariables: Z y z son

disminuibles 4 volantad, pues miéntras mas se doble

el nimero de lados de los poligonos circunseriptos, me-

nores seran sus excesos Z y z sobre las circunf[;rencias:

luego si hay ecuacion entre las variables, la habra en-

tre sus limites, y Cr = ¢R, 6 formando de estos pro=
C R

ductos ignales una proporcion , sera 7 = 7: luego &a,

Sea p la circunferencia de un circulo, cuyo
diametro es 1, 6 la- relacion de todo didmetro
4 su circunferencia. Para hallar el valor de Ia
circunferencia, cuyo radio es R, 6 cuyo diimetro
es 2R diré: el diametro 1 es &4 su circunferencia
p como el didmetro 2R es a su circunferencia C —
2pR. Y si dada la circunferencia, se pide el ra=

: C
dio, su valor R:;;-
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53. Problema. Dete(rZzin?zr la relacion del did-
metro @& la circunferencia.

Para resolver este problema, han empezado los
matematicos por resolver este otro: comocido el la-
do de un poligono  regular inscripto, hallar el
lado del circunscripto del mismo nimero de
lados y el del inscripto de doble ntimero de lados.

Sea CD = a el lado del poligono inscripto da-
do. Sea su distancia OM al centro — z. Sea el la-
do AB del poligono circunseripto del mismo néi-
mero de lados = y: y el lado CK del poligono

inscripto de doble nimero de lados = .. El ra-
dio CM — R.

OM 6 z se determina en el triangulo rectingu=-
lo CMO, donde OM = y (CM' — C0’) 6 5 = ¢ (R"
k]
— I—,a, 7
Conocida z, se determina la AB 6 ¥, por los

tridngulos semejantes MCD, MAB, que tendrin sus

. , ‘MO MK
alturas proporcionales con sus bases, 6 D .= A

g » R __'y.R“
b=y de donde y =,

_ Ultimamente el lado CK del poligono inseripto
de doble nimero de lados es hipotenusa del trian-
galo rectangulo COK, en el cual CO'=%a, OK

== R — z: luégo CK= y (€O’ 4 OK") 6 y=1y (1a’

A 2 2 2
+R* = aRz+ z"). Pero como }a’ = R — 2 , Serd

¥ = v/ (2R" — aRs). _

Conocidal, pues, ‘el lado del exigono regu!ar
inscripto en el circulo, que es ignal a su radio,
buscando 1.° el valor correspondiente de z,y dese




(13 ,
pues los de ¥y 'y 2, se tendrd el lado del exdsn-
no circunseripto , y el del poligono de 12 lados
inscripto.

Hago este lado = a, y basco por el mismo
6rden el valor del lado del polizopo de 12 lae
dos circunscripto y del de 24 lados inscripto: dess
pues el lado del poligono de 24 lados circuns-
cripto, y el lado del polignn.o de 48 lados in:cri;r—
to: esta operacion puede coutinuarse indefinidamente,

Si hacemos el diametro—=1, Y por tanto el radio = %,
los cileulos para determinar los lados de los polizo-
nos, siendo extracciones de raices cuadradas inexactas,
son cilculos de aproximacion, Fijese, pues, el namero
de notas décimales de esta aproximacion: y cuando se
determinan los lados del poligono inscripto y cir-
cunscripto, determinense sus perimetros, multipli-
cando el valor del lado por el namero de lados,
Como en cada operacion se dobla el namero de
lados de - dichos poligonos, se van acercando 4 Ja
circunferencia , y entre si, y vi siendo menor s1
diferencia, Luego cuando los perimetros lleguen a
ser iguales en las notas de la aproximacion, esto
indica que la diferencia del perimetro inscripto al
circunscripto es enténces menor que la Gltima clase
de la aproximacion, y con mas razon la diferencia
de uno de ellos 4 la circunferencia, que esta en-
tre ambos: luego el valor, que enténces tenga cada
uno de dichos perimetros, serd el valor de Ia cir-
cunferencia en el grado de aproximacion pedido:

y como el didmetro es 1, dicho valor seri la rela-

cion del diametro 4 la circunferencia, 6 el valor de D-
. ; 35

Arquimedes lo hallé de 35: 5 Mecio de -"—:: los mo-

dernos de 3,14159 &a. hasta 140 décimales,
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54. Levantar el plano de un terreno es fore
mar en el papel un poligono semejante al que
forman en el terreno los objetos mas notables de
él. Para esto se trazan en el papel triangulos se-
mejantes 4 los que forman cada tres objetos en el
terreno.

SUPERFICIES.

1° Areas de los poligonos y del circulo.

I —

55. Area esla estension comprendida entre las
lineas, que terminan una figura. Adreas equiva=
lentes son las que comprenden igual espacio, aun=
que no puedan coincidir por ser de diferente figura.

Medir una area es ver cudntas veces cabe en
ella otra area conocida, que s¢ toma por unidad.
Comunmente se toma por unidad para medir las
areas un cuadrado, cuyo lado sea igual & la uni=
dad lineal.

Prop. 08. Dos rectdngulos de igual base y al-
tura son iguales.

Dem. Sean los rectangulos ADFE, adfe, y sea
AD — ad, DF = df. Sobreponiendo e} segundo so=
bre el primero, de modo que coincidan sus bases
iguales AD, ad, por ser el angulo D = d por rec=
tos, caerd la DF sobre df s y siendo iguales, el pun-
to f caerd sobre F. Del mismo modo se demuestra
la coincidencia de los demas lados y dngnlos: luego &a.

Prop. 69. Todo paralelogramo es cquivalente @
un rectdngulo de igual base 'y altura. '

Dem. Sea el paralelogramo ADCB, 'y el rec-
tingulo ADFE, que tienen la misma base AD; y
teniendo igual altura, sus bases superiores BC, EF
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deben estar en una misma recta paralela 4 AD. Los
tridngulos ABE, DCF, que tienen AB = DC.por
paralelas entre paralelas, AE = DF por la misma
razon y el angulo comprendido igual por ser sus
lados paralelos, son ignales: restindolos sucesiva-
mente de la figura total ADCE, los paralelogramos
que quedan ADCB y ADFE son equivalentes: luego &a,

Los paralelogramos de igual base y altura son
equivalentes entre si: pues” lo seran 4 los rectangu-
los de igual base y altura que ellos; y estos son ignales.

Prop. 7o. ZTodo tridngulo es la mitad de un
paralelogramo de igual base vy altura.

Dem. Sea el triangulo ABC. Tiro CD parale-
la 4 AB y BD paralela a AC. El paralelogramo
ABCD tdene la misma base y altura que el triin=-
gulo, y es doble de él, porque los triangulos
ABC, BCD, que tienen sus lados iguales, son igua-
Ies: luego &a.

Los tridangulos de igual base y altura son equiva-
lentes: pues lo son sus duplos, que son los para-
]clogramos de igual base y altura. que los tridngulos,

Los tridngulos formados sobre una misma base,
Y cuyos vértices estdn en una misma paralela d
dicha base, son equivalentes: pues tienen igual
base y altura.

56. Prop. '71. Zos rectangulos de igual base
son como sus alturas,

Dem. Sean los rectingulos ABCD, abed, cuyas
bases AB, ab sean iguales. Si sus alturas son
conmensurables, supongamos que la medida comun
quepa m namero de veces en BC y 7 nGmero

2 BB m -
de veces en bc; sera To. 5. 5., Por Ioe puntos de

division tiro paralelas 4 las bases BG y be: y
10
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quedaran formados en el rectingulo ABCD m ni-

mero de rectangulos parciales, y en el rectangulo

abed n namero de rectangulos parciales: estos seran

todos iguales, pues tendrin por base 4 AB o6 4
G ~ABCD

ab, y por altura la medida comun: luego —3~
g Y , ABCD BC
— —: por igualdad de razones, sera —; - = -3

es decir, los rectingulos en razon de las alturas.

Pero si las alturas sou incomensurables, divido
Ja BC en cualquier nimero de partes iguales, y
llevo una de ellas sobre bc. Es evidente que nin-
gun punto de division podri caer en ¢, por ser
inconmeasurables BC y bc. Sea 1 el mas proximo
al punto ¢, y concluyo el rectangulo abli. Estey
ABCD tienen sus bases iguales y sus alturas con=
mensurables: seran, pues, como sus alturas: luego
——ég’—gﬁ-: é’é Pongo en logar de abli , abed - clid,

abed olid, 50
ABCD T TABCD T

y en lugar de bl, beycl,y es

be bl . . . =
o o T Los dos primeros términos de ambos miem-

bros son invariables: mas los segundos son inere=
mentos disminuibles 4 voluntad, pues el punto /)
puede acercarse 4 ¢, aumentando el namero de
partes en cue se divide la BC. Luego si hay ecna=-
cion entre las variables, la hay entre sus limites;

abed be %1 &
y €s ——-_ABCU_ = BC° uego a.

Prop.. 72. Los rectdngulos son como los productos
de sus bases por sus alturas.

Dem. Sean los rectingulos ABCD, abed. Coloco
abed sobre ABCD, ajustando el angulo recto @ sobre
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A, y seri el rectingulo ALKI = abed. Prolon-
o IK hasta que corte en H la CB. Los rectan-
gulos ALKI, ABHI, que tienen la misma base

G ar AUKI
Al, serin como sus alturas AL, AB: esto es -0

:-%[B‘-. Los rectangulos ABHI, ABCD, que tienen
la misma base AB, son como sus alturas Al, AD:
esto es %;— - —:(;. Multiplicando las dos ecuacio-
nes, y suprimiendo. ABHI, factor comun en nu-

- , ALKT _ ALx AT
merador y denominador, sera oo = ipiap: lue-

go &a. >

Prop. 73." Za area de un rectdngulo es igual
a s base multiplicada por su altura.

Dem. Comparando el rectangulo ABCD' con el
cuadrado abed , que se toma por unidad, serin
entre si como los productos de sus bases por sus
AB(il;) __ ABxBC )
abed = abxbc °*
ABCD

bc = 1: luego i = AB x BC: esto es, el rec-

alturas; esto es, pero- ab=1r1, y

tangulo contiene al cuadrado las veces que indica

el producto de sn base por su altura: luego &a.

La area de un paralelograma es igual al pro-
ducto de su base por su altura: pues es equi=
valente a la de un rectangulo de igunal base y alturx,

La area de wun triangulo es la mitad de su
base por su altura: pues es mitad de un parale-
logramo de igual base y altura que ¢l

La area de un cuadrado es el cuadrado de su
lado: pues siendo igual la base a la altura, el
producto de las dos es el cuadrado de una de ellas.

107
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El prodacto de dos lineas representa el area de
un rectangulo formade sobre ellas. Una de las dos
rectas, base 6 altura del rectingulo, se llama lon-
gitud y la otra latitud; y entrambas se dicen ser
I:H. dos dimensiones, a4 que se reduce toda super-
ficie. La aplicacion de estas denominaciones et de
libre eleccion entre los dos lados, que determinan el
rectangulo. El cnadrado  de una linea representa el
cuadrado formado sobre ella: y por tanto todas
las proposiciones, demostradas acerca del producto
de dos lineas v del cuidrado de una, quedan tam-
bien demostradas de los rectingulos y cuadrados
construidos  con dichas lineas.

Prop. 74. £l area de un trapecio es igual @
su altura multiplicada por sw base media.

Dem. Sea el trapecio Alha. Si concebimos ti-
rada la diagonal Ah, quedard dividido en dos trian-
gulos, cuyas areas son (Hamando A la altura del
trapecio) A. FHA, A. LAa: luego el area del tra=
pecio sera A (A« 3Aa ): pero la base media Ee
es igual 4 la semisuma de las bases Hh y Aa: lue-
go el area del trapecio es A x Ee: luego &a.

Prop. 75. El area de un poligono regular es
igual d su perimetro multiplicado por la mitad de
su apotecma,

Dem. Tirando los radios oblicuos QA, OB &a.
quedara dividido en tantos tridingulos como lados
tiene. El area de cada uno es el lado que le sir=
ve de base multiplicado por la mitad de la apo-
tecma, altura igual de todos: luego la area del
poligono sera la mitad de la apotecma (que es
factor comun ) multiplicada por la suma de los la=
dos, que es el perimetro: luego &a.

57. Prop. 76. El area de un circulo es iguak
al radio multiplicado por la semicircunferencia
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Dem. Cireunseribo al eirculo nn poligons re<
gular cualquiera, Sea S la superficie del circulo,
x su diferencia a la del poligono: la area del po-
ligono serd S+ 2. Sea C la circunferencia, z sn
diferencia con el perimetro del poligono. Sera Caz el
pe¥®metro del poligono. Sea R el radio del circulo, que
servira de apotecma al poligono circunseripto. Siendo
el area de un poligono regular igual 4 su perimetro
multiplicado por la mitad de la apotecma, serd S »
= ZCR 4 32R. Los primeros términos S y 5CR son in-
variables; x y z son disminuibles a voluntad, haciendo
mayor el nimero de lados del poligono circunserip-
to: luego, si hay ecunacion entre las variables, debe

o 3 L ;i
baberla entre sus limites, y serd S = JCR: luego &a.

’ h ’ 2
La formula del "area del circulo es pR". Porque

siendo R el radio, la circunferencia es 2pR, la se-
micircunferencia es pR, que multiplicada por el

radio, da pR’, area del circulo.

La area de un segtor es igual al radio multi-
plicado por su semiarco. Porque el segtor debe ser
a todo el circulo como su arco 4 la circunferen=

Cire. x arco

cia; luego Segt. = ———" Pongo por circulo, R

x circunfer, y es Segt. = IR x arco. Para hallar Ia
formula del segtor, sea n la relacion de su arco

4 la circunferencia, y sera Segtor = circulo x n =

PR” x n.
58. Problemas. 1.° Reducir una figura d otra
gue tenga wun lado menos. .
Sea la figura ABDEFG. Tiro la diagonal AD,y
fpor B su paralela BC que encuentre la ED pro-
- longada en C, y tirando la AC, serd la figura

10g
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ABDETG equivalente a AgEFG que tiene un la-
do menos. Porque los tridngulos ADC, AUB, que
tienen la base comun AD, y sus vértices en la pa.
ralela BC, son equivalentes. Afadiéndoles sucesi-
vamente la figura ADEFG, serd ABDEFG — ACEFG.

2°  Reducir cualquier figura d tridngulo. ®

Redhzcase 4 otra que tenga un lado menoss; es-
ta 4 otra de un lado menos. Continuando esta
operacion , se llegard 4 tener un triangulo equi-
valente 4 la figura dada.

3°  Reducir un tridngulo d cuadrado.

Busco una media proporcional entre su base B
y la mitad de su altura A: sea esta media pro-.

. = ;
porcional &3 serai ¥ — LAB, y por tanto constru-

vendo sobre ella un cuadrado, este sera ignal &
3AB, que es la area del tridangulo dado.

4> Reducir cualquier Sfigura a cuadrado.

Redtzcase a triangulo, y este 4 cuadrado.

5.°  Reducir un circulo a cuadrado.

Basquese una media proporcional eutre su radio
y la mitad de su circunferencia. El cuadrado cons-
trnido sobre esta media proporcional sera igual
al radio multiplicado por la mitad de la circun=
ferencia, que es el area del circulo. Para, resol-
ver este problema con exactitud , es preciso tener
una recta igual & la circunferencia; y como esto
no se ha couseguido sino por aproximacion , tam-
oco se puede resolver ¢ino aproximadamente el
pm!)icmz\ de la cuadratura del circulo.

6° Hallar el area de ur segmento circular.
Tirense dos radios 4 sus estremos, y basquese
el area del segtor que encierran estos dos radios y
el arco. Réstese de esta area la del triangulo, que
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Torman los dos radios y la cuerda, y se tiene el
area del segmento.
72 Hallar el area de un poligono irregular.
‘Dividase en tridngnlos; buasquese el area de cada
ung, y la suma de todas serd la del poligono.

2° Comparacion de las supcrficies.

e T N

59. Prop. 77. Zos tridngulos semejantes son
como los cuadrados de sus lineas homologas.
Dem. Sean semcjantes los triangulos ABG, abe:
‘el area de ABC=ZACxBD y la de abc =
: ABC _ AC _BD g
¢ . bdvialies s e it p
zac X bd: luego —— = % =i~ Pero los triangu=-

ac

los ABD, abd son semejantes, por ser rectingulos

’ BD AB
y. tener el dngulo A = a: luego 47 = —;: pero

. . AC
‘en los tridngulos semejantes ABC, abc es — =

AB R Arvasd » _ABC __ AB*
—5 ¢ luego substituyendo, sera -7;— = ——: pero
AB ab

—~- €8 igual 4 la razon de cualesquiera dos lineas

homologas de ambos triingulos: luego &a.
Prop. 78. Zos poligonos semejantes son como
los cuadrados de sus lineas homélogas.

Dem. Por ser semejantes los triangulos T, ¢, T’

tt T, ¢”..serin como los cuadrados de sus lados:
T AR AC? .
e = T &a.: los segundos miembros

son 1guales, porque en los poligonos semejantes los

lados son proporcwnales: luego los primeros miem-
. P i ” B?

bros lo son tambien,y & =7 = I sa ="

13 “ba

110
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Suma 'de antecedentes es 4 suma de consecuen-
tes como un antecedente 4 su consecuente: luego

TR ET5 oo B _ AB 1 y
S = at PO - e igual a la razon de

otras dos lineas homélogas de ambas figuras: luego &a.
Los poligonos regulares de igual namero de?(
dos son como los cuadrados de sus radios rectos-y
oblicuos: porque estos poligonos son semejantes, y
los radios rectos y oblicuos son dimensiones homd-

logas en ellos.
Prop. 79. Zos circulos son como los cuadrados
de sus radios.

Dem. Sean R y r los radios de dos circnlos: sus
2

» 2 2 pR2 R
areas seran ])P\ P 2L pero L": '_'-l: ]uego &a.
pr? r

Prop. 8o. La figura construida sobre la hipo=
tenusa de un triangulo rectdngulo es igual d la
suma de las figuras semejantes construidas sobre los
dos catetos, nombre, que se dia los otros dos lados.

Dem. Sean M, N, P dichas tres figuras, cuyos
lados homdlogos son AB, BC, AC: serin como
M N
AB* T pC?
— ;:T Sumando los términos de estos dos tltimos
quebrados, resultard una fraccion igunal 4 cualquie-

M NP
ra de ellos: esto es, —_—— = '
AB BC2AC?

BC' 4 AC”: luego M =N+ P: luego &a.

Prop. 81. Zl circulo construido sobre la hi-
potenusa es igual d la suma de los dos circulos
construidos sobre los dos catetos.

los cuadrados de dichos lados: esto es,

: pero AB’ =
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Dem, Sean L, ¢, ¢’ dichos cfreulos, cuyos dia-
metros son la hipotennsa IT, y los dos catetos B,
h‘: siendo los circulos como los cuadrados de los

c ’

diametros, sera H-(T:,-; ) ;T:snmando los térmi="
L '
nos de las dos Gltimas fracciones, sera ]—(;‘— — th’

- t &+ N1
pero H — ILQ-;- L' luego C=cx ¢": luego  &a.

60. Problemas.  1.° Construir una Sigura igual
d la suma de otras dos semejantes, y semcjante
d cada una de ellas.

Tomo por catetos dos lados homélogos de las fi-
guras dadas: y tirando Ia hipotenusa, la figura
semejante 4 las dadas, construida sobre ella, sera
igual a la suma de las dadas.

2.*  Construir una figura semejante d¢ dos da-
das é igual d su di erencia.

Tomo dos lados homélogos de ambas figuras: el
de la mayor servira de hipotenusa, el de Ia me=
nor de cateto: y tirando el otro cateto, la fign=
ra construida sobre ¢l semejante 4 cualquiera de
las dadas, sera igual 4 su diferencia,

3.°  Construir una Sigura — M .. Nt+Pe—Qa— R,
siendo todas estas Siguras semejantes vy dadas.

Construyo una ﬁgnra =M+ N, y llamola 4.
sera la figura pedida = x4 P — Q — R. Constru-
yo una fignra = x4 P y llimola x: la férmula
se reduce 4 ' — P — R Construyo una figura
=2 =P y lamola &‘yy la cuestion se reduce
4 hallar una figura, = 2 — R,

4> Construir  un circulo igual d la suma de
otros dos dados.

Tomo los radios de los circulos por catetos: tie
ro la hipotenusa, y el circulo descrito con ella
seri igual 4 la suma de los otros dos, 11

’
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3.  Construir un cirgufo )igtml ¢ la diferencia
de otros dos dados. '
_Tomo el radio mayor por hipotenusa 'y el ra-
d’no menor por cateto. Tiro el otro cateto y el
circulo descrito con ¢l sera la diferencia  pedida.
6> Construir un circulo = M+ N4 P — Q — R,

todos circulos dados. .
Construyo un circalo = M+ N, ¥ llimolo &

Construyo un circulo =« + P, y Hamolo &'. Cons=

truyo un circalo = &' — Q, y llamolo x5 la

cuestion se reduce 4 construir un circulo = &' == R.

3° De los planos vy de los dngulos diedros.

e, 3 S ——

61. Prop. 8a. Tres puntos, que no estén en
linea recta, determinan la posicion de un plano.

Dem. Por dos puntos pueden pasar una infi=-
nidad de planos. St uno de ellos gira al rededor
de la recta, que une dichos puntos, se ira su=-
cesivamente confundiendo con todos los planos, que
pasan por ella: pero si se determina fuera de di-
cha recta otro tercer punto, por donde deba pa-
sar el plano, quedari entdnces fijada sa posicion:
luego &a.

Dos rectas que se cortan estdn en un mismo
plano; porque la posicion de dichas rectas esta
determinada por tres puntos, el de concurso y
otros dos, tomado cada uno en cada recta.

Un tridngulo estd todo entero en un mismo pla-=
no; pues lo determinan sus tres vértices, que no
estin en linea recta,

La comun seccion de dos planos es una recta:
pues si fuera una curva, podrian pasar dos pla-
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nos por tres puntos, tonzados en dicha ecurva,
que no estarian en linea recta: pero por tres
puntos, que no estén en linea recta, solo puede
pasar un plano: luego &a.

Una recta es perpendicular 2 un plano, Cl'mndo
lo es & dos rectas, que se cruzan por sa pie en
dicho plano.

62. Prop. 83. S8i una recta es perpendicular
d@ un plano, lo es d cualquier recta, que pase
por su pie en dicho plano.

Dem. Sea CD perpendicular 4 DE, DF, tiradas
en el plano AB: digo que seri tambien perpen=
dicular 4 DG, tirada en el mismo plano,y que pa-
sa por D. Tiro la EF, que encaentre en G a la
DG+ tiror CE, CG, CF. Prolongo la CD hasta
que DC' = DC, y tiro EC, GC’, FC’. Por ser
ED perpendicular 4 CC* en su mitad, EC ="EC",
y por la misma razon FG = FC": luego los trian-
gulos EFC, EFC’, que tienen EF comun, y los
otros dos lados iguales, son ignales: luego el an-
gulo CEF = C’EF. Los tridngulos CEG, CG’EG, que
tienen GE comun, EC°=ECy el angulo com-
prendido igual, son iguales: luego GG = C'G: lue=
go la GD, que tiene los puntos G y D equi-
distantes de C y G’ es perpendicular 4 CC%
pudiéndose demostrar lo mismo de cualquier otra
recta, tirada en el plano AB, y que pase por D,
se infiere que &a.

Prop. 84 Si desde un punto tomado Juera
de un plano se le baja una perpendicular, vy
desde su pie se tira en el mismo plano una per-
pendicular d otra recta tirada en él, la recta, que
una el principio de la primer perpendicular y el
pie_de la segunda, serd perpendicular & la recta
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tirada en el plano. E£m+02', st CD es perpendicu=
lar al plano AB, y GD lo es a ELE, GE serd
perpendicular a TE.

"Dem. Tomo GF = GE,y tiro CF, CE, FD, DE.
F.D = DE por oblicnas equidistantes de la perpen-
dicular GD; y siendo GD pcrp:-mlicular al plano, y
por tanto a FD y a DE, lo: triangulos rectangulos
CDF, CDE seran iguales, y CF = CE; luego el tridn-
gulo FCE sera isosceles, y la recta CG tirada 4 la mi-
tad de su base, sera perpendicular a ella; luego &a.

Prop. 85. Las oblicuas, que se separan igual-
mente de la perpendicular d un plano, son iguales.

Dem Si FD = DE, los triangulos rectingulos
CDF, CDE seran iguales, y por tanto CF = CE;
luego &a.

Las oblicuas iguales se separan igualmente de
la perpendicular @ un plano; porque si CF = CE,
los triangulos CDF, CDE rectangulos son ignales,
por tener un lado comun, y sus hipotenusas iguales;
luego DE — DF; luego &a.

Para tirar desde un punto una perpendicular &
un plano, tirole desde el mismo puanto tres obli-
cuas iguales; hago pasar por sus pies una circun-
ferencia, y su centro sera el pie de la perpendi-
cular; pues esta debe equidistar de todas las oblicuas
iguales.

La linea mas corta, que se puede tirar desde
un punto d un plano, es la perpendicular; pues
tirando desde el mismo punto una oblicua, esta
sera hipotenusa, y la perpendicular lado del trian=
gulo rectangulo que se forma.

Desde un punto tomado fuera de un plano solo
se le puede tirar una perpendicular; pues la dis=
tancia mas corta debe ser una solay A )

i i -

=)
e
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63. Prop. 86 Dos( pla)'nos, perpendiculares’ d
una recta, no pueden encontrarse.

Dem. Sean los planos MN, mnr perpendiculares &4 113
la PA; si estos planos prolongados concurrieran en
un punto O, las rectas OP, OA tiradas,una en un
plano y otra en otro, serian perpendiculares a la
PA; luego desde un mismo punto podrian tirarse dos
perpendiculares & una recta, lo que es imposible;
luego los planos MN, mn no pueden concurrir. Los
planos, que no se encuentran prolongados indefini-
dameate, se llaman paralelos.

Prop. 87. &i dos rectas son paralelas, y una
de cllas es perpendicular d un plano, la otra lo
sera tambien.

Dem. Sean las paralelas AP, BQ. Sea AP per- 114
pendicular al plano MN; digo que BQ ser per-
pendicalar al mismo plano. Porque, tirando la AB,
por ser AP perpendicular al plano MN, lo serd
ala AB. Tiro la BE perpendicular 4 BA, y la CB
& cualguier punto de la AP; sera CB perpendicu-
lar a BE; luego BE, perpendicular a AB y a BC,
serd perpendicular al plano ABC, y 4 la recta BQ,
que encuentra en ¢€l; pero BQ es tambien perpen-
dicular a BA, por ser paralela & PA; luego BQ,
perpendicular a las rectas BA, BE, es perpendicu-~
lar al plano MN; luego &a.

St dos rectas son perpendiculares d un plano,
son paralelas entre si: pues son perpendiculares 4
la recta, que une sus pies.

Dos rectas, paralelas d una tercera, son para-
lelas entre si: porque tirando un plano perpen-
dicular a4 la primera, lo sera a la tercera y a la
segunda; luego si todas son perpendiculares 4 un
wismo plano, todas serdn paralelas entre i ‘

e ol o nii e L
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Si d dos planos paralelos los corta un tercero,
las comuies secciones seran paralelas; pues si se
encontrasen, se encontrarian tambicn los planos,
en que estin, y no serian paralelos.

Prop. 83. Una recta perpendicular d un plano,
lo es @ cualquier plano, paralelo al primero.

Dem. Scan paralelos los planos MN, mn; sea
PA perpendicnlar al plano MN; lo serd 4 cual=
quicr recta AC, que encuentra en €l Sea Pc la
comnn seccion del plano PAC con el plano mn;
AC vy Pc serin paralelas, per comunes secciones de
los planos paralelos ~con el plano PAC; y siendo PA
perpendicular 4 AG, lo sera 4 su paralela PC.
Del mismo modo se podra tirar en el plano mn
otra perpendicular en P 4 la PA, ysera PA perpen-
dicular 4 dos rectas del plano mn, y por tanto
i dicho plano; luego &a.

Prop. 89. Zas paralclas comprendidas entre pla=
nos paralelos son iguales.

Dem. Sean los planos paralelos ABC, abesy las
rectas paralelas Aa, Bb. lImaginando por ellas el
plano Ab, su comun seccion con abc, que es ab,
y su comun seccion con ABC, que es AB, seran
paralelas; luego la figura ABba es un paralelo=
gramo, y Aa = Bb por lados opuestos de un pa-
ralelogramos; luego &a.

64.  Angulo dicdro es la mayor 6 menor aber-
tnra de dos planos (ue se cortan. Su arista es la
comun seccion de ambos planos.

Prop. 9o. Si dos planos paralelos cortan urs
dngulo diedro, 10s dngulos rectilineos , que resul=
tan de la interseccion de cada uno, son iguales.

Dem. Sean Aab, Aac los dos planos, que for=
wan el dngulo diedro, que se denota ast baAC
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Sean abe, ABC los dos planos paralelos que cortan
al angnlo diedro. Tomo ab y AB ignales, ac y AG
iguales, 'y tiro Ce, Bb, BC, bc. Las rectas ab,
AB son paralelas por comunes secciones del plann
Aab con los paralelos: las rectas ac, AC son pr-
ralelas, por comunes secciones del plano Aac con
los" paralelos. Siendo ab y AB paralelas é iguales,
lo serin Aa y B/: siendo AC y ac paralelas, o
serdin Aa y Cc; luego Bb y Cc paralelas é igna-
les & la Aa, son paralelas é ignales entre si: hie-
go BC, bc son tambien paralelas é ignales: luezo
los triingulos ABC, abc, que tienen sus lados
ignales, son iguales:  luego los dngulos BAC, bac
son iguales; luego &Xa.

Prop. 9r1. 8i dos dngulos tienen sus lados para-
lelos, son iguales, y los planos en que estdn
son paralelos. '

Dem. Sea AB paralela & ab y AC paralela 4 ac.
Si el plano BAC no es paralelo a bac, lo sera
otro que pase por la AB, y su comun seccion eon Aac
serd paralela & ac; pero AC lo es; luego por el
punto A podrian pasar dos rectas paralelas 4 ac,
lo que es imposible. Siendo dichos planos parale-
los, los' angulos BAC, bac resulcan de sus inter-
secciones con el dngulo diedro baAC, ¥, por tanto
son iguales: luego &a.

Prop. 92. LZos trigngulos, que reunen las ecs-
tremidades de tres rectas paralelas é iguales, son,
iguales, y sus planos paralelos.

Dem. Dichos triangulos son ignales, porque sus
lados, que unen a rectas paralelas ¢ ignales, deben
ser iguales y paralelos; ly como cualquiera de los
angulos de dichos tridngulos tienen sus lados para-

lelos, se infiere que sus planos son paralelos: luego &a.
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65. Prop. ¢3. Za medida del dangulo diedro
es el dngulo rectilineo, que resulta de la intersec-
cion de un plano, perpendicular d su arista,
con ambos planos.

Dem.  Sean BAPC, Japc dos éngulos diedros, y
BAC, bac los 4ngulos rectilineos, que resultan de
la interseccion de los planos BAC, bac perpendi-
culares 4 las aristas AP, ap.

St los angnlos BAC, bdac son conmensurables,
dividase cada uno’ en tantas partes iguales, como
veces contiene a4 su medida comun, y tirande
planos por las rectas de division Az, Ay, Ax,
z', ay’, ax’, y por las aristas AP, ap, quedard
cada dngulo diedro dividido en tantos dngulos die=
dros parciales, como divisiones hay en su angulo
rectilineo. Estos angulos diedros parciales son tam-
bien iguales entre si: porque haciendo coincidir las
aristas ap, ,AP, el punto @ con A, y la ab con
AB, el plano pab coincidirdi con PAB. Tambien

coincidiran los planos bac, BAG perpeadiculares &

las aristas; pues sino, en un punto de una recta
se le podrian tirar dos planos perpendiculares, y
ser clla perpendicular & dos rectas en un mismo
plano que pasase por ella. Tambien coincidiran
Az, Az’ por ser 1guales lcs dngulos rectilineos
BAz, baz’: luego coincidirin los planos. PAz, PAz’

luego los angulos aiedros BAPz, baps’ coincidirin

y seran iguales. Luego si la razon de los angulos

m .
rectilineos BAC, fac es —, la de los diedros se-

n
m

ra tambien >,y por tanto los angulos diedros son

proporcionales a los rectilineos, cuando estos son
conmensurables,
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Pero si los angulos rectilineos son inconmensu-
rables, dividase el uno de ellos bac en el name-
ro de partes iguales, que se quiera, y llévese una
de ellas sobre el otro, hasta que quede un angulo
CAx, menor que la parte, que sirve de division,
Los angulos x¥AB, cab son conmensurables, y pro-
porcionales por consiguiente i sus correspondientes

i 3 BAx BAPx
édngulos diedros; luego 4— = Jpe - pero BAz —

BAC — CAx, y BAPx = BAPC — CAPx; luego
BAC CAx BAPC CAPx

bac T Tuc— - -ba/)c = _Imlzc ? pero CAI, CAPx pue-
den hacerse cuan pequefios se quieran, tomando ma-
yor numero de partes en el angulo bac, lo que
acercara la recta ax 4 la AC; lnego si estos miem-
bros son iguales en cualquier proximidad ue ten-

, e S -Biosimpd. g

gan a sus limites, sus limites seran iguales; lue-

BAPC BAC ) ] :
= e > s decir, los dngulos diedros son

e
proporcionales a los rectilineos, aunque estos sean
Aaconmensurables. Si bapc se toma por unidad de
los angulos diedros y bac por unidad de los rec-
tilineos, sera BAPC — BAC: luego &a.

Las propiedades de los angulos diedros, que re=
sultan del concurso de varios planos, son las mismas
que las que se han demostrado para los édngulos
rectilineos; pues estos los miden. Asi la suma de
dos diedros adyacentes es igual a dos rectos; si 4
dos planos paralelos los corta otro tercero , los
diedros alternos y correspondientes serin iguales, &a.

Se dice que un plano es perpendicular 4 otro,
cuando es recto el angulo diedro que forman.

66. Prop. 94.\ Si una recta cs perpendicular

12
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@ un plano, todo plar(zo, 3uc pase por clla, serd
tambien perpendicular al primer plano.

Dem. Sea AB perpendicular al plano MN. Tiro
el plano PQ por la AB. Tiro AC en el plano
MN perpendicular 4 AR. La recta AR perpendi-
calar a BA y AC, lo sera al plano BAC; - luego
el angulo BAC es medida del diedro, que forman
los planos; y siendo BAC recto, los planos son
perpendiculares; luego a.

Por una recta dada no se puede tirar mas que
un plano perpendicular a otro dado; pues dicho
plano quedard determinado por dicha recta, y por
una perpendicular tirada al plano dado desde cual-
quier punto suyo.

Si tres recras son perpendiculares entre si, cada
una lo es al plano de las otras dos: pues es per-
pendicular & dos rectas, que encuentra en él.

Prop. 95. Si dos planos son perpendiculares
entre si, y en el uno se tira una perpendicular
d la comun seccion, esta recta serd tambien per=
pendicular al otro plane.

Dem. Sea el plano PQ perpendicular a MN,y
sea BA perpendicular a AR. Tirada la AC per=-
pendicular a AR, siendo AR perpendicular & AB
y AC, lo sera al plano BAC: luego el angulo
BAC, que mide al diedro, debe ser recto, y AB
perpendicular & AC; y siéendolo 2 AR, lo es al
plano MN: luego &a.

Prop. 96. i dos planos son perpendiculares en-
tre si, y en un punto de su comun seccion se tira una
perpendicular al uno de ellos, estard en el otro.

Dem. Si el plano PQ es perpendicular al pla-
no MN, y AB tambien, AB estara en el plano
PQ; porque sino, levantando en A una perpens
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dicular 4 AR en el plano PQ, esta seria perpen-
dicular al plano MN; y en el punto A se po-
drian tirar dos perpendiculares al plano MN: lo
que es imposible: lnego AB esti en el plano PQ:
luego &a.

Prop. 97. 8i dos planos son perpendiculares d
un tercero, su comun seccion lo serd tambien.

Dem. Sean los planos PQ, SR perpendiculares
4 MN. Si en el punto A se levanta una perpen=
dicalar al plano MN, debera estar en el plano
PQ y en el plano RS, que son perpendiculares al
MN: luego dicha perpendicular sera la comun sec-
cion de PQ, RS: luego &a.

67. La proyeccion de wun punto sobre un pla=-
no es el pie de la perpendicular bajada desde
dicho punto sobre el plano.

La proyeccion de una recta sobre un plano es
la serie de las proyecciones de sus puntos, 6 la
comun ' seccion del plano con otro perpendicular
i ¢él, que pase por dicha recta; porque todos los
pies de las perpendiculares bajadas desde los pun-
tos de la recta al plano, deben estar en dicha
comun seccion. En efecto, estas perpendiculares no
se separan del plano perpendicular; si se separa-
sen, se pedria tirar otra perpendicular al otro

plano desde un punto de la recta dada, que se-'

ria la que se tirase desde dicho punto perpendi-
cular 4 la comun seccion.

La inclinacion de una recta sobre un plano se
mide por el dngulo, que forma dicha recta con
su proyeccion.

120
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® De los dangulos poliedros.

4.

e LTS S e

’

68. Angulo poliedro ¢ solido es el espacio in=
definido, comprendido entre varios planos que con-
curren en un mismo punto. Angulo plano es cada
uno de los que se forman en el vértice del an-
gulo poliedro por las intersecciones de cada plano
con los adyacentes.

Piramide es el sélido, que resulta cortando con
un plano todos los planos de un’éngunlo poliedro.
La pirhmidc es regular, cuando su base es un
poligono regular, y la linea que pasa por el vér=
tice y el centro de la base es perpendicular a di-
cha base.

La piramide, cuya base es un tridngulo, se llama
tetraedro. :

Prop. 98. Todo plano paralelo d la base de
una piramide corta todas las rectas tiradas desde
el vértice @ la base en la misma razon que un lado
de la base tiene al correspondicnte de la seccion.

Dem. Sea el plano abede paralelo a la base. AE

ae son paralelas por ser las comunes secciones
de la base y del plano paralelo con el triangulo
lateral SAE; por l]a misma razon son paralelas ED

ed, DC y cd &a. Luego los triangulos SAE y
gac, SED y Sed, SCD y Sed &a. son semejantes,

AE __SA __ SE __SD

y habréi estas proporciones === = Fr =T
ED | i
= o S, Tambien: tirando la SH desde el vér=

tice a la base y tirando las EH, eh, deben ser
paralelas por ser comuncs secciones de la base §
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del plano paralelo con el plano  SEM: Inego los

: rabelll | SII
triangulos SEH, Sch semejantes déan 8 &lgpe
SE SA . AK ] SH _s.\__fx_lg_]
pero 'B:‘::'s: on >acA' uego 3[; _'g" — e’ ue-
go &a.

Prop. 99. Todo plano paralelo d la base de
una . pirdmide forma una seccion semejante &

dicha base.

Dem. La base ABCDE y la seccion abcde tie-
nen sus lados paralelos y por tanto sus angulos
iguales: ademas sus lados estain en la misma razon
que estin cortadas las aristas por el plano: luego
sus lados son proporcionales y sus angulos ignales:
luego son figuras ssmejantes: luego &a.

Prop. 100. 8i en wuna piramide se tira un
plano paralelo d@ la base, la base vy %la seccion
son como los cuadrados de sus distancias al vértice.

Dem.  Sea 1la base B y la seccion S: siendo figu-
ras semejantes, seran como los cuadrados de sus

AE?

dimensiones homélogas : luego P L ro o
g-’g s-—ae,'Pc as '

SH B SH
L luego P i luego &a.

69. Prop. 1ot. i tres dngulos planos forman
un dngulo ' triedro, cualquiera de ellos es menor
que la suma de los otros dos.

Dem. Sea el dngulo triedro S formado de los
tres angulos planos ASB, ASC, BSC. Sea ASB el
mayor de ellos. Tiro la SD que forme en el pla-
no ASB el angulo DSB = CSB. Tomo SD de
cualquier tamario, y SC = SD; tiro por D cualquier
recta BA, y en fin BC y CA: los triangulos BSC,
85D, que tienen BS comun, SC = SD y ¢l do-

125



{9)

gulo comprendido igual por construccion, son ‘igua«
les: luego BC == BD: pero BG4+ CA > BA, por
ser BA linea recta: luego quitando BC — BD, ser4
CA > DA: luego en los tridngulos CSA, DSA,
que tienen SA comun, y SC=S5D, el que ten-
ga mayor el tercer lado, tendri mayor el angulo
opuesto: luego el angulo CSA > DSA:; anadiendo
a ambas partes BSC = BSD, serd ASC +CSB > ASD
+ DSB, 6 > ASB: luego &a.

Prop. 102, LZa suma de los dngulos planos, que
componen un dngulo poliedro, es menor que
cuatro rectos,

123 Dem. Sea S el angulo poliedro. Tiro el plano
ABCDE, que corte todos los del angulo poliedro.
Tomo en dicho plano cualqujer punto O, y tiro
4 los vértices de la base las” rectas OA, OB, OC,
OD, OE. Se formarin en la base tantos triangulos,
como tridngulos laterales hay en la piramide: y
como los tres angulos de cada triangulo valen dos
rectos, la suma de los angulos de los triangulos
laterales valdran tanto como la suma de dngulog
de los tridngulos de la base. Cada angulo AED
de esquina de la base es menor que la suma de
los dos 4ngulos AES, SED de los triangulos la-
terales, que forman con él un dngulo triedro: lue-
go dos angulos inferiores de los triangulos. latera«
les valen mas que los angulos del poligono de
la base: luego en compensacion los angulos vér-
ticales de los triingnlos laterales valen menos que
los 4ngulos del punto O: pero estos valen 4 rec-
tos : luego los dngulos del punto S valen menos que
4 rectos: luego &a. :

70. Llamase sélido regular el que tiene todas
sus caras iguales y sus angulos poliedros compuese
tes de igual nimero de é4ngulos planos iguales.
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- No hay mas que cinco sofidos Tegalares.

Dem.  Con tres dngulos de tridhgnle equiliters
se puede formar angulo poliedro:. porque suman 2
rectos. El poliedro que resuita tiene 4 tridngulos
equilireros por caras. Se lNama tetracdro. '

Con cuatro angulos de triangulo cquil:itcro,' que

8 ;
suman 5 de un recto, se puede formar angulo po=

liedro. El solido que resulta tiene ocho tridngulos
equilateros por caras, y se llama octoedro,
Con cinco angulos de triangulo equilitero, que

| = d ecto, se puede formar 4angulo po-
valen 3 de un recto, p ! gulo p

liedro. El sélido que resulta tiene 20 triangulos
equiliteros por caras, y se lama icosaedro,

No se pneden formar mas sélidos regulares con
tridngulos, porque seis angulos de triangulo equi=
litero valen 4 rectos.

Con tres dngulos de cuadrado, que valen 3 rec-
tos, se puede formar dngulo poliedro. El solido que
resulta tiene seis cuadrados por caras, y se llama
exaedro.

Con cuatro éngulos de cuadrado, que valen 4
¥ectos, no se puede formar dngulo poliedro.

Con tres angulos de pentigono regular, que com-

18 - 7
ponen  de un recto, se puede formar angulo po-

liedro. El sélido, que resulta, tiene 12 pentigonos
regulares por caras, y se llama dodecaedro.

Con tres dngulos de exigono, que componen 4
eectos, no se puede formar angulo poliedro, y
ienos con tres angulos de eptigono, octégono, &as
lpego no hay mas que cinco cuerpos regulares,
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71. Prop. 103. Dos dngulss triedros, que tie
nen sus dngulos planos respectivamente iguales , tie=
nen iguales los dngulos diedros,

Dem. Sean los angulos triedros S y s, que tie=
nen el dngulo ASB — asb, el angulo ASC = ase
y el dngulo BSC — bsc: tomo SB — s, y. tiro
los planos BAC, bac perpendiculares 4 SB, sb: y
por tanto SB sera perpendicular 4 las rectas BA,
BC; y sb a las rectas ba, be. .

Los triangulos rectangulos SBA, sha, que tie=
nen SB = sb por construccion, y el angulo BSA
= bsa por la hipltesi, son iguales: luego SA =
sa y; BA =/ba. ., "

Los triangulos rectangulos SBC, sbc, que tienen
SB = sb, yoBSC == bsc por la hipétesi, son igua=
les: luego .SC = sc y BC = be.

Los tridngulos CSA, csa, que tienen SC == 'sc
y SA = sa, y el angulo comprendido igual por
la hipétesi, son iguales: luego CA = ca.

Los triangulos ABC y abc, que tiene sus lados
iguales, son iguales: luego el angulo CBA = cba:

ero  estos Angulos rectilineos miden a los angulos
diedros CBSA, cbsa: luego estos angulos diedros
son ~iguales. Del mismo modo se demostrara la igual-
dad de los demas: luego &a.

g2, - Se dice que dos angulos poliedros son igua=
les por simetria, cuando los #dngulos planos igua-
les  esthn colocados 4 contrarias partes, como sl
fuese el sngnlo ASB.— A'SB’, BSC de la izquier-
da = B'S'C*_de la derecha, y ASC = AS'C’: los
sngulos diedros son tambien iguales en este caso:
mas ng:es posible hacer coincidir los dngulos poliedros.

Dos_cuerpos se llaman simétricos, cuando coloca=
dos ¢l uno sobre una base comun, y el otro de=
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bajo de ella, sus vérrices estin en una misma rec-
ta perpendicular 4 la base comun, y 4 igual dis-
tancia de esta base, como SABC, S’ABC. Entén-
ces los angulos poliedros S, S¢ son ignales por si-
metria: pues es ficil demostrar la igualdad de los
angulos planos que los componen: mas no es po-
sible hacerlos coineidir, por estar 4 partes opuestas,

Dos angulos triedros, que tienen un angulo die-
dro igual, é iguales los dngulos planos adyacentes
son iguales: pues haciendo coincidir las aristas del
dngulo diedro igual, coincidirin los dngulos pla-
nos adyacentes , pues son iguales, y por consiguien=
te se ajustarin las otras aristas, y los dngulos trie-
dros coincidiran,

Prop. 104 i dos dngulos poliedros constan
de dngulos planos v de angulos diedros , iguales
y colocados en el mismo érden, son iguales,

Dem. Ajustando dos dngulos diedros iguales, los
dngulos planos adyacentes coineidiran, porque son
iguales. Tambien coincidiran los angulos diedros,
que siguen 4 cada dos planos iguales, porque se
suponen iguales. Del mismo modo se demostrard la
-coincidencia de los demas angulos planos y diedros,
Y por tanto la ‘de los dos angulos poliedros pro-
puestos: luego &a.

3.5 Superficies de los cuerpos,

73. Prisma es el sélido, engendrado por el
movimiento de una recta siempre paralela é igual
a si misma, que describe con su extremo A un
-poligono cualquiera ABCDE.

« 4rista del prisma es la recta Aa, que se mue~
13
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ve paralela & si mism(a. Prisma recto es aquel en
que la arista es perpendicular al plano de la ba-
se, y oblicuo en el que la arista esta inclinada al
plano de la base.

Las caras de un prisma son paralelogramos:
pues si Aa es igual y paralela a Bb, AB sera
igual y paralela a ab, y el cuadrilitero, que for-
man, sera un paralelogramo.

Prop. 105. Toda seccion, paralela d la base
de un prisma, es igual d dicha base.

Dem. Sea la seccion a’bic’d’e’ paralela & ABCDE:
a’b’ = AB por paralelas entre paralelas: lo mis=
mo se demostrara de los demas lados de la sec-
ciony de la base. Tambien los dngulos ABC, a’b'ct
seran iguales, porque sus lados son paralelos: lue-
go st la seccion y la base tienen sus lados y an-
gulos iguales, son igunales: luego &a.

Altura del prisma es la distancia de sus dos bases.

Prop. 106. El area de un prisma es igual d
su arista multiplicada por el perimetro de una
seccion perpendicular a ella.

Dem. St la arista Aa es perpendicular al pla-
no de la seccion ab'c‘d’e’, lo seran todas las aris-
tas, que son paralelas 4 Aa: luego los lados de
la seccion, que son perpendiculares i las aristas,
serin las alturas de los paralelogramos laterales:
el area de cada uno es igual a su base Aa, que
es la arista, multiplicada por su altura, que sera
un lado de la seccion: luego el area lateral, 6 la
suma de los paralelogramos, sera igual a la arista,
factor comun, multiplicada por la suma de los la-
dos de la seccion.

El arca de un prisma recto es igual a su aris-
ta multiplicada por el perimetro de su base:
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pues siendo la arista perpendicular 4 la base, la
seccion, perpendicular & la arista, sera igual 4 la base.

74. Paralelepipedo es un prisma, cuya base es
un paralelogramo.

Prop. 107. Zas seis caras del paralelepipedo
son iguales y paralelas dos d¢ dos.

Dem. Los paralelogramos opuestos Ad, Be tie-
nen los lados CBych iguales 4 DA y da, por ser
las bases paralelogramos: tambien tienen Bb, e,
Aa, Dd iguales por aristas del prisma: y el 4n-
gulo ¢CB = dDA, por ser sus lados paralelos: lue-
go son igunales: y como Dd es paralela 4 Cec
DA es paralela a CB, los planos de dichos pa=
ralelogramos, que pasan por estas rectas, son pa-
ralelos: lo mismo se podra demostrar de los pa-
ralelogrames Dc, Ab: luego &a.

En un paralelepipedo se pueden tomar por bases
cualesquiera  dos de los paralelogramos opuestos :
pues son iguales y paralelos,

Paralelepipedo rectdngulo es aquel, que ademas
de ser recto, tiene por base un rectingulo. Cubo
es un paralelepipedo rectingulo, que tiene por ba-
s¢ un cuadrado y su arista ignal al lado de la
base, y por tanto sus caras son seis cuadrados
iguales,

Ciindro es un cuerpo formado por el movi-
miento de una recta, que corre con un estremo
una curva cualquiera, quedando siempre paralela
4 si misma. CGeneratriz del cilindro es la recta que
lo forma con su movimiento. Si la base es un cir-
culo, el ege del cilindro es la recta que une los cene
tros de las dos bases paralelas,

Toda seccion de un cilindro paralela d su base,
es igual d ella: porque tirando planos por el ege
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del cilindro v la generatriz, que son rectas ignae
les y paralelas, las comunes secciones de la base
de la seccion seran iguales y paralelas: Inego si
la base es un circulo, sus radiosson iguales, la
seccion lo seri tambien, y tendrd un radio igual
al de la base: luego &a.

Cilindro recto es el que tiene sus generatrices
perpcndiculnrcs al plano de la base, y oblicuo, el
que no. :

Prop. 108. Za superficie lateral de un cilin-
dro recto es igual d su ege multiplicado por la
circunferencia de la base.

Dem. Sea S la superficie lateral del cilindro: G
la circunferencia de su base; I su altnra: circuns-
cribo a la base un poligono regular y sobre él cons-
truyo un prisma de la misma altura que el cilin-
dro: la snperﬁcie de este prisma sera mayor (ue
la del cilindro, & quien envuelve: sea x el exceso
de la area del prisma sobre la del cilindro, y ®
el exceso del perimetro de la base del prisma so-
bre el de la del cilindro: sera S + & el area del prisma,
y C+z el perimetro de su base: pero el area del
prisma recto es izual al ‘perimetro de su base por su
altura: luego S.g-x‘:H(C-;-:.). S, H y G son
cantidades invariables: x y z disminuyen doblando
el nimero de lados del poligono de la base: lue-
go si hay ecunacion entre las variables, la habra
entre los limites, y sera S == CH: luego &a.

Sea R el radio de la base del cilindro: sera
apR su circunferencia, y el area lateral del cilin=
dro sera 2pRH.

" Prop. 109. El area del cilindro oblicuo es igual

d su ege multiplicado por el perimetro. de und
seccion perpendicular a su eges
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Dém. Cortando el cilindro por: dicha seceion, ¢ 131
uniendo sus dos bases: ABCD, abed, se convertird
en un cilindro recto, euyo ege y snperficie seran
los mismos, y sus bases scrin ignales &la seccion:
luego su area serd el perimetro de la scecion mul-
tiplicado por el ege.

. “El area de una piramide cnalquiera se ha-
Ha sumando las areas de sus caras. '

Prop. 110. El area de una piramide regular
es igual al semiperimetro de su base multiplicado
por la apotecma.

Dem.' Los triingulos laterales son iguales, y sus
alturas, que son las apotecmas, deben serlo tam-
bien: pero el area de cada uno es igual 4 su altura
multiplicada por la mitad de su base: luego la suma
de todos es igual 4 la apotecma, factor comun,
mu]tiplicat]r\ por la semisuma de las bases, que es
el semiperimetro de la base de la pirdmide; luego &a.

Cono es un solido engendrado por el movimiento
de una recta, que, fija en un estremo, corre con el
otro una curva cualquiera. En estos elementos solo
hablamos del cono, cuya base es un circalo. £ge del
cono es la recta tirada de su cuspide al centro de
su base. El cono es recto, cuando el ege es per=
pendicular al plano de la base, y oblicuo, cuando no.

Prop 111, Toda 'seccion paralela d la base
del cono es un circulo. :

Dem. Tirando planos por el ege y la genera-
triz, la linea que cojan en la seccion ha de ser
al radio de la base en la razon de sus distancias
al cuispide: luego esta linea tendra siempre el mis-
mo valor, sea cual fuere la generatriz por donde
pase el plano, pues los tres Gltimos términos de
la proporcion son siempre los mismos: luego todas
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las lineas tiradas en la seccion desde el ege hasta
las generatrices son iguales: luego la seccion es
un circulo, cuyo centro esta en el ege.

Prop. 112. El area lateral del cono es igual
d su lado multiplicado por la mitad de la cir=
cunferencia de su base.

Dem. Sea S el area del cono, C la circunfe-
rencia de su base, L su lado. Circunscribo 4 la
base un poligono regular, y construyendo sobre él
una piramide regular del mismo cuspide que el
cono, serd S 4 x el area de esta piranmide, y C 4z
el perimetro de su base, siendo x y 2 los res-
pectivos excesos de la piramide sobre el cono: lue-
go S+ =3L (Cx+2z S’, de donde resulta ecuacion
entre los limites S = ICL, por ser x y z dismi=
nuibles a voluntad: luego &a.

Sea R el radio de la base del cono: su circun~
ferencia serd 2pR, y el area lateral del cono sera LpR.

El area de una piramide truncada de bases
paralelas es igual d la altura de uno de sus tra-
pecios laterales multiplicada por el perimetro de
una seccion media entre las dos bases: porque
siendo sus caras trapecios de igual altura, la suma
de ellas sera la altura de un trapecio multiplica-
da por la suma de las bases medias, 6 por el
perimetro de una seccion media euntre ambas bases.

Prop. 113. El area de un cono truncado es
igual ¢ su lado multiplicado per la circunferencia
de la base media.

:+Dem. Sea S el area de un cono truncado, S x
la de la piramide regular circunscripta: C la ecirs
cunferencia de la base: media: G4z el perimetro
del poligono regular circunscripto a ella, L el la-
do del cono, que sera la altura del trapecio lateral
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Fl area de la pirimide truncada serd S+» = L
C+=); luego si hay ecuacion entre las varia-
bles, los limites son iguales, y S = CL: luego &a.
Sean Ry r los radios de ambas bases: el de la

. » Rigr g . \ P
media sera ——, y su circunferencia serd p (R+r),
y el area del cono trancado Lp ( R +r ).

5. La esfera es un cuerpo engendrado por
la revolucion de un semicirculo ADB al rededor
de su diametro AB.

Se llama casquete esférico la superficie engendrada
por el arco AD proximo al diametro: zona la
superficie engendrada por el arco DF 6 DE, que
no toca al didmetro: segtor esférico el solido ' en-
gendrado por la revolucion del segtor circular ACD:
segmento esférico el solido engendrado por la revo-
lucion del semisegmento circular ADI al rededor
del didgmetro.

Todos los puntos de la superficie de la esfera
distan igualmente de su centro: pues los puntos de
la semicircunferencia generatriz se han conservado
equidistantes de dicho centro en toda la revolucion.

Cualquier didmetro de la esfera pudo haber
servido de ege para su formacion: pues su corres-
pondiente semicircunferencia hubiera pasado en la
revolucion por los mismos puntos que otra cual-
quiera; es decir, por los pantos que distan del
centro de la esfera una cantidad igual 4 su radio.

Todo plano, que pasa por el centro de la esfera,
la corta por su circulo generador: pues cualquiera
de los diametros, que cogera dicho plano, puede
suponerse que es el ege de la esfera.

Circulos mdximos de la esfera son aquellos, cuyo
plano pasa por el centro de la esfera,

133
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134 Superficie de revolucion es la que forma cual-
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quier curva ACDB girando al rededor de un cge AB.

Prop. 114. Todo plano, perpendicular al. ege
de wuna superficie de revolucion, forma una cir=
cunferencia circular en su interseccion con dicha
superficic: porque la recta DI, perpendicular al ege,
forma en su revolucion un plano perpendicular tam-
bien al ege, cuya interseccion con la superficie es la
curva descrita por el punto D: pero el punto D
describe un circulo, porque siempre conserva la
misma distancia DI al ege: luego &a.

Prop. 115. Toda seccion de la esfera, hecha
por un plano, es un circulo. Porque, si el plano
es DG, tomando por ege de la esfera el didmetro
AB perpendicular a este plano, su seccion con la
superficie de la esfera sera un circulo.

Las sccciones mas lejanas del centro de la es=
fera forman circulos mas pequenos: porque el did~
metro del circulo de la seccion ¢s la cuerda DG,

las cuerdas son tanto mas pequenas, cuanto mas
se alejan del’ centro. :

Circulos menores de la esfera son aquellos, cuyos
planos no pasan por su centro. .

76. Prop. 116. i un semipoligono regular gua
al  rededor de un ege, el area de cualquier porcion
de la superficie engendrada s igual a la parte
del ege correspondicnte d dicha porcion multiplicada
por la circunforencia del cireulo inscripto.

Dem. Sea ABDIP -uma poreion del semipoligono,
AO su ege, C el centro del: cireulo  inscripto, que
debera estar en dicho ege, si este ba de equidistar de

cada dos vértices del poligono total. El lado AB inme-

diato d! cge forma un; cono, cuya superficie lateral
s Ja mitad de su lado amultiplicado  por la cu=

¢ )
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cunferencia de sn hase, esto es, AQ x circr BN,
Tirando el radio CQ, los tridngulos rectingulos
ACQ, ABN, semejantes por tencr el angulo comun
J co AQ CQ _ cir CQ 2
A, dan 3y = 3§: Pero gy = g.pn: luego %

cir, CQ . She Aaby .
= gione Y AQ xcir. BN = AN x uir. CQ, y re-
presentando el 1. producto la area del cono, tam-
bien la representara el 2.°, que es la parte AN de
ege que le corresponde por la circunferencia del
circulo inscripro. .

Los lados RD, DI, oblicnos al ege, describen
conos truncados. La area del que describe DI es
= DI x cir. KL, base media. Los triangulos DIG,
KLC semejantes por tener sus lados perpendicula-

L0 CRUIES . X0l ]
res dan XL > ¢ wnkL = Dg» de donde DG x cir.

CK = DI x cir. KL, y si el 2° miembro es el area
del tronco, tambien lo seri el 1.°: luego cada cono

trancado tiene por area la parte de ege, que le corres-

ponde, multiplicada por la circunferencia inscripta,
Ultimamente , si hay un lado YP paralelo al ege,

describira un cilindro, cuya area es MO x cir. PO;’

pero PO es = al radio del circulo inseripto: lue=
go tambien esta area es igual 4 sn porciou de ege
multiplicada por la_circunferencia inscripta,

Luego sumando varias de estas arcas, cualquier
porcion de la superficie engendrada serd — 4 la cire
cunferencia wscripta, factor comun, multiplicada
por la suma de porciones del ege: luego &a,

Prop.  117.. El area de un casqucte esférico es
tgual dla parte de ege que le corresponde mul-
dplicada - por-la circunferencia del circuto maximo,

Sea A unma porcion de poligono regular cig-
g : 4 1
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al arco de ecircule: miximo, cuya res
volucion forma el casquete: ‘el nimero de lados
de esta porcion de poligono se determifia por el
nimero de partes en que se divida el arco. Sea
C la area del casquere: u el exceso del area,
engendrada  por la  porcion de poligeno, sobre cl .
area del casquete: esta area sera CHul sea & la
altura del casquete, y =z el exeecso de la altura AM
del area, formada por el poligono, sobre la altura del !
casquete: serd x+3 la aleura de dicha ared; y co-
mo dicha area es igual & su altura multiplicada’ por
la cirennferencia del cirenle miximo ., llamando es-
ta circanferencia Py serd G qu= P (waz ), 6
Cyu=—"PxyPzy Cy Pxeon ~invariablesy w y Pz
disminuyen 4 arbitrio: ' pues miéntras mas lados tea-
ga el pedazo de poligono, mas se acercan su area
y ‘st altura & las del casquete: luego habré ecuacion
entre las invariables y serd C =Px; luego: &a.

Poniendo en lugar.de P, que es la circunferen=
cia.del circulo maximo, su valor 2pR, sera 2pRx
la formula del area del casquete. .

La area de media esfera, es igual al radio
multiplicado por la circunferencia del circulo ma-
ximo: pues €5 un casquete, cuya altura es el radia.

cuwséripto

Su férmula seri 2pR x R 6 apR’. .
La aréa de la esfera es igual da su diametro,

multiplicado por la circunferencia deél circulo ma-

#imo: pues dcbe ser doble de la area de media es-

fera: su formala es 2pRx 2R 6 4pR. _
. La arca de la esfera’ es cuadrupla de la de si

i

- 3 OO -3 db N
circulo mdximo: pues- la area.de la esfera es, 4pR 3

o e w0 1L
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Za area de una zona esférica es igual @ st al-
tra  multiplicada por ‘la circunferencia del circu=
lo mdximo. Porque la zona es la diferencia de los
dos casquetes, que rematan en sos bases: sea x la
altara’ del mayor y x° la-del menor: la area del
mayor serd 2pRx, la del menor 2pRx’ restandoy
sera la de la zona 2pR (¥ — 2" ): pero x— x%
es la altura de la zona: luego &a.

La area de la esfera es igual ¢ la lateral de?
cilindro circunscripto: porque siendo la area de
este igual & su ege multiplicado por la eircunferen—
cia de’la base, sera 2R x/2pR | por ser la “base nn
circulo 'del mismo radio que el de la esfera: pero

aR x 2pR = 4pR’, area. de la esfera: lhego &a.

“La area de la esfera es % de la total’ del ci-
lindro ‘circunseripto : porque la lateral de este igual
a'la‘de la esfera, es ‘igual ‘a 4 circulos maxinos:
hiego afiadiendo’ las dos bases, que equivalen ados
¢ireulos maximos, la area del cilindro equivaldri &
6' circulos miximos: la ‘de la esfera equivale a 4:
luego &a. : I

©6.% De los poliedros' semejantes y simétricos.

R T e

) s <

Llamase’ poliedro todo' espacio encerrado ' por
superficies pladas. Poliedros convexos son aquellos,
cuya superficie no puede ser cortada por una linea
recta_mas que en dos puntos. En' estos poliedros,
prolongado ' indefinidamente el plano de una de sus
caras,” todo el sélido ha de quedar situado 4° un
mismo’ lado''de ‘dicho plano, En éstos ‘elementos solo
tratdmos de los poliedros convexos, = 7

. . . - N
} 3 :
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136 _Dos tetrmedros son semejantes, enando tienen dos
caras semejantes ¢ igualmente situadas, y el angulo
diedro, que forman dichas caras, es igual.

Prop. 118. Zos teiraedros semejantes tienen 1.°
sus. avistas proporcionales: 2.° todas sus caras se=
mejantes: 3.2 sus dangulos ‘diedros 'y triedros res=
pectivrumente  ignales. .

Sea el terracdro SABC semejante 4 S'A’B'C’: es
decir, sea la cara SBC semejante 4 S'B'C/, SAC se-
mejaate 4 S’A’C" y el angnlo diedro SCAB = S'C'A'B'.
Coloco el punto S° sobre S, la arista S'C’ sobre SC,
y llegard a ¢, y la cara S‘B'C' sobre SBC: por ser igua=
les los angnlos diedros SCAB, S'C'A'B", cayendo
el plano SB'C’ sobre SBC, el plano S'C'A’ caera
sobre SCA. Por ser el triangnlo SBC semejante a
S'B’C’, serdn ignales sus angulos en S, S: y ca-
yendo el lado S'C' sobre SC, el lado. SB caer
sobre SB hasta 4: y por ser tambien iguales los
angulos en B y B’, la base B'C’ caerd en fc para=
lelamente 4 BC. Del mismo modo demostraré, por
ser semejantes los tridangulos S'C'A i SCA,, iqus, la
arista S'A’ caera sobre SA, hasta a,y la base A'C"
caeri en ac paralelamente a AC: luego el plano
abc, pasando por el angulo bca, cuyos lados sonm
paralelos & los de BCA, sera paralelo a la base
ABC: pero dos planos paralelos, que cortan un
Angunlo triedro, hacen todas las aristas proporcio=
nales: lunego las aristas del tetraedro Sabc son pro-
porecionales a las “del tetraedro SABC. Tambien: el
triangnlo bac es semejante al BAC, por ser sus
angulos formalos de paralelas y por tanto ignales: y
el tridngulp Sab es semejante 4 SAB, por ser igua-
les los angulos en by B, ay A por correspondien~
tes: luego todas las caras de un tetracdro son se-
mejantes a las del otro. Tambien: todos los angu-
los triedros son iguales: pues cada dos correspon=
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dicntes g2 eompohdrin de angilos planos , qus se-
rin iguales por pertenecer & triangulos semejantes;
y los dngulos diedros serin tambien ignales, por=-
que lo son los triedros: Inegn &a.

Dos tetracdros, que tieren todas sus aristas pro-

porcionales, son semecjantes. Porque los triingulos,
qne forman las aristas, serdn semejantes, por tener
sus lados proporcionales: luego tendrin sus angu-
los iguales , y los adngulos triedros se compondrin
de dngnlos planos ignales | y los angulos diedros
serdn ignales: luego habri wn angulo diedro igual
formado por caras semejantee y los tetraedros serin
semejantes : luego &a.
. Dos tetraedros , que tienen todas sus caras seme-
rantes, son semcjantes: pues tendrin todas sus aris-
'as proporcionales , por ser lades de tridngulos se-
mejantes, '

Dos poliedros son semejantes , enamdo tirando dia-
gonales desde dos angulos homologos a los demas,
qtl?(lan divididos en tetraedros respectivamente se-
mejantes,

78. Prop. 119. Zos poliedros semejantes ticnen
#us aristas proporcionales, sus dngulos poliedros ¥
diedros iguales , y sus ~caras semejantes.

“Dem. Suponiendo los dos poliedros semejantes di-
v!didos en tetracdros semejantes por medio de las
diagonales tiradas desde los angulos homélogos A y a,
las aristas  del poliedro serin respectivamente aristas
de los tetraedros parciales; y siendo estos semejan-
tes, dichas aristas seran proporcionales: y como ca-
da una se halla en dos tetraedros, se podran com-
parar las de dos tetraedros semejantes con las de
otros dos contignos, y todas serdn proporcionales.
\ Los angulos poliedros se componen de los angu~

NSEEGVSL N
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los triedros de los tetraedros semejantes; y siendd
estos angulos triedros respectivamente ignales, tame
bien lo serdn los: poliedros. _

Cada 4angulo diedro de dos caras es la suma d&
los angulos diedros de los tetraedros que pasar®
por la arista comun 4 dichas” des caras: y siendo
los angnlos diedros de los tetraedros semejantes
respectivamente iguales, tambien lo seran los dnw
gulos diedros de los poliedros, :

Sean I, D, E, F cuatro vértices de un poliedro,
é& i, d, e, f los correspondientes del otro. Scars
TDE, 1EF las bases de los tetraedros formados por
las diagonales tiradas desde A, é ide, icf las bases
de' los tetraedros semejantes del otro poliedro. Sk
los tridngulos 1DE, IEF forman un solo plano
cuadrangular, Jas bases ide, ief formarin otro plano
cuadrangular semejante al primero: porque el dngulo
DIE == die por la semejanza de los tridngulos en
que estan: por la misma razon EIF — eif: tam-=
bien tirando las DE, df, seran semejantes los trian~
gulos DIF, dif por ser sus lados proporcionales, ¥
serd el angulo  DIF = difr pero, DIF = DIE +
EIF, por la hipétesi, de estax. los, tviangulos  DIE,
EIF en un mismo plano: luego dif = die 4 eifs.
pero esto no. podria. sex. si, logtridngnlds dies lcif
no estuviesen en: un mismo. plano, . pues, eutonces
¢l angulo dif seria menor que la, suma, de los, otros
dos diey eif: luego estos dos. tridngules forman un
-mismo. -plane; (¥ del .mismo modo. demestraré  que
si las.bases de los tetragdros parciales, forman en, un
poliedro: cualquier - paligonos ‘la’s,..bqqqs,,dg lps  cor=
respondientes: tc;medxog..~,ﬁwn:}mn; en el otro. otro
poii‘gono. del: n}ise: n’\g;}lcm-, de ]adﬁis’; que ;e_l’
“mero, oy somejante & €ly.pucs: constara) de, tridogu=

LTS e, S
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los- respectivamente ' semejantes & los, del primero:,
lacgo las eaias de loscipolicdros  semcjantes son sc-
mejantes: luego &av ’

79.  Prop.  120. Las areas de los poliedros se-
mejantes son como los' cuadrados de sus aristas
homologas.; T~ ,

Dem. Estas areds se componen de caras, respec-
tivamente semejantes; laegooserfn como-los cuddrados
de sus aristas homdGlogas: _pero tbdas sus aristas
son proporcionales: luego’ 1as' caras tamibien, 'y la
suma de todas las caras de un poliedro, ({ue coni~
ponen su area, ¢s 4 ld area del otro en la miisma
razon que dos caras semejantes, 6 en la misma ra-
zon que los cuadrados de sus aristas homdlogas:
luego &a. 24 op :

Cilindros semejantes son les que tienen los reca
tingulos generadores semejafites; €3 décif, sus ale
turas proporcionales & los rddios de sus bases ,

Prop. 121.  Las areas de los cilindros semejantes
son como los cuadrados de sus .alturas ¢ de los
radios de sus bases: . 2o .

Dem.. Sean R 'y r los radios de las bases, y II

y & las alturas: llamando S y s las superficies, sera

S =2pRH, 'y s=oprh: luego g:%—:;x

1’ H__R i.tipn O g
#: pero, == en los cilindros semejantes: lue-

, \ , S R’
go sustituyendo sera = = —: luego &a.

2 W ’ r 143

Conos scmejantes son los que tienen semejantes
sus tridngulos generadores, y por tanto los radios
de las bases proporcionales & alturas y apotecmas,

- Prop. 122, Las areas de los conos semejantes

®on coma los cuadrados dg los gadios dg gus bases
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4 como los cuadrados de sus alturas y apotecmas.

Dem. Scpn S, s las areas de los dos conos; R

yr los radios de sus bases; A y a sus apotecmas:

AR AR
a

X il

: S
serda S = pAR, s = par: luego 5 = -

s ar

&
a@

pero en los conos semejantes
2

e
= 7: luego sus-
3 S R
tituyendo ;= —: luego &a.
-

Prop. 123. Las areas de las esferas som como
los cuadrados de sus radiwos.

Dem. Sean S y s las areas de las esferas, Ry &
los radios: sera S = 4R’y s = 4pr’: luego -b;

R'l
—: luego &a.
’_l
8o. Dos poliedros son simétricos, cuando cada

Jdos vértices correspondientes estin en una nmisma
recta perpendicular a un plano, y 4 igual distan-
cia de dicho plano.

Prop. 124 Los poliedros simétricos tienen tgua=
les sus aristas, caras, dngulos  poliedros ¥y diedres.

Dem. Sean A,B,C,D,a,b,c,dlos vértices de
dos poliedros cimétricos con respecto al plano MN:
serd AP = P, BQ= #Q. Deblandao el trapecio AabB
por la recta PQ, caerd QB sobre Qb por ser rectos
Jos 4ngulos en Q, y PA sobre Pa por ser rectos
los Angulos en P: por ser PA = Pa, caera A sobre
a, y por ser QB = Qb, caerd B sobre b: luega
AB ‘se ajustarh eox @by seran iguales: luego las
aristas sou iguales. . :

El triangulo ABC = abe por ser iguales las aris=
tas que lo forman: por la misma razon ACD'=

gcdssi ABG y-ACP dorman un golo plago cuadragn
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gular abe y acd formarin tambien un solo plane
cuadrangular: porque el angnlo BAC = bac por es-
tar en triangulos igeales: CAD = cad por la misma
razon: BAD = bad, porque tirando fas aristas BD,
bd, serén iguales los triangulos BAD, bad: pero el
dngulo BAD = BAC +CAD por la hipétesi de estar
los- tridngnlos BAC y CAD en un mismo plano:
luego bad = bac + cad; pero si los triangulos bac
y cad estuviesen en diferentes planos, seria jbad
menor ¢que bac 4 cad: luego dichos triingulos for-
man un solo plano, y por tanto 4 cada cara de
un s6lido corresponde otra en su simétrico del mismo
namero de lados, é igmal a ella, pnes eonstan de
tridngulos respectivamente iguales: laego las caras
son ignales.

Los angulos poliedros son ignales, porque constan
de dngulos triedros iguales, Los angulos diedros son
iguales, por ser “iguales los angulos poliedros: lue-
go &a,

Prop. 125, Todn paralelepipedo se compone de
dos prismas triangulares simétricos.

Dem.  Sea el paralelepipedo Ac: Por las aristas

ropuestas Do, Bb tiro: el plano. DdB5, que sera un.

paralelogramo, por ser Dd ignal y paralela 4 Bb.
por tanto los sdlides ABDabd', DBCdbe son dos
prisinas triangulares, pues todas sus caras son pa-
ralelogramos, y sus bases son triangulos paralelos é
iguales, por ser mitades de los paralelogramos igua-

les ABCD, abed. Ahora bajando. desde: & la per-

pendicular @F al plano ABCD, y tirando las AF,

+DF, y desde C la perpendicular Cf- al plano ated,

y tirando las 6f, cf, tendremos que las perpendicu-

Jares aF, Cf son iguales por paralelas entre pla-

nos paralelos, Tambien los tridngulos aAF, Cef soa
1>

R ——
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iguales:! por ser Aa -:_! Cc4p)or aristas,7aF' ="Cfy
el aagulo Aal = cCF, por ser sus lados paralelos:
luegn el lado AT = ¢f. 'Del mismo modo demos=-
trarémos que DF = &, suponiendo tiradas las rectas
aD, Ch que serin ignales y pavalelas, porgue las
unea DC y abligiales y paralelas: lnego ‘el tridn-
gulo  ADF = bef por tener sus lados ~iguaibs.

. Coloca el prisma DBCbed bajo el prisma ADBadb,
de modo que la base dbc coincida con su igual
ADB, poniendo bc sobre su igual AD vy cd sobre
su izual AB. El triangulo ¢f# coincidira con su igual
ADFE, el punto f cacrda sobre F, y las Fa, Cf,
pcrpeudiculaces a un mismo ‘planes ‘estarin en una
misma recta, y como son ignales, losivértices a y
C ( transferido 4 E ) equidistaran de la base comun:
y como se podra demostrar lo mismo - de los vértices
d y B transferido a I, y &y D wransferido aHl, se=-

.rvan dichos dos prismas simétricos: luego &a.

VOLUMENES."

81. Se puede construir un prisma recto equiva=
lente d un oblicuo, teniendo ambos una misma arista.
Dem. Sea el prisma oblicuo AD: prolongo 'sus
aristas, y tiro el plano MN perpendicular & .su
prolongacion: tomo Pp == BD vy tiro el plano po
paralelo a PO. El solido O3 se puede sobreponer

.a OD. Porque la base OP se: puede sobreponer a
.su igual op. Siendo Pp = BD, anadiendo a ambas

partes pB, serd PB = pD, y por tanto el punto
B caera sobre D. Los planos AB, CD coinculiran
por estar igualmente Sinclinados a la arista: y sien-
do las bases AB, CD: iguales, coincidiran tambien:
luego los solidos OB, oD coiuciden, y son jguales;

-
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. ( y
guitando de _-ﬂmbos el solido 0B, serd ‘el prisma
recto Op eql/uvalente al oblicuo AD: leego &a,

Prop. 125. Dos prismas simétricos son equiva-

lentes.
: Dleﬂ.l. Sean los dos primas simétricos AD, ad,
snmetn;tados con  respecto a). plano MN perpendi-
cu_lar a la direccion de casaristas: construvo los
priswas rectos OP, Op’ respectivamente cquhnleu'—

- tes & los prismas siméwicos: estos prismas reet;Z
podran  coincidir i o
I oincidic por ser sus bases y arjst-

H ‘ 3 < 3 1
les: luego seran igumes: luego los "~ cricos, que
son equivalentes a ellos, = eqinvalentes entre si.

82. Prop. 1270 47 paralc{epipeflos de igual
base y alture son equivalentes.

Dem. San los dos pm‘alelepipe(los El, EN, cu- 147
as lases superiores MI, IN estéa entre las pa=-
ralelis MN, GK: los prismas triangulares EGMH,
FINMK son superponibles, colocando IF sobre sn ignal
GEL: por ser el angulo [ =7F por formados de
I)Aralclas,FK caerd sobre su igual EH, y las ba-
ses triangulares GEIL, IFK coincidiran: las aristas i
MG, NK de ambos prismas son iguales: luego
coincidiran el uno con el otro y serin iguales: &
restindolos ambos del sdlido total, quedara el pa-
ralelepipedo El — al paralelepipcdo EK: luego dos
]'parn!elepipﬂlo; de una misma base y altara, que
ajustados por la base inferior, tienert las supe-
riores entre unas mismas paralelas, son equivalentes.

Si ajustadas las Dbases inferiores, no quedan las 143
superiores entre  unas mismas paralelas, como su-
cede 4 las bases ABCD, abed, prolongando CD y
BA, bc y ad hasta que se encuentren, formaran
el paralelogramo A‘B'C’'D’: este sera igual & cada
vno de los otros dos: porque sus angulos son igua- ]
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Tee 4 los de ABCD, y abgd por las p:\ra\e‘us,’yj 1os ladoe -

A'D, BC' son iguales 4 AD y BG por i')aral‘eh}s en-
tre paralelas, asi como los lados C'D, B'A" son
iguales 4 cd, ba por paralelas entre p:n:alelas’: fue=
go el paralelogramo A'BC'D, _sxen:lol ignal a cual-
quiera de los otros dos, serd igual “4 la base co-
mun ioferior; y hmciem!b pasar ua tercer paral‘le-
lepipedo desde ,h base m’hrior. hasta el psrale.o-
fiomo ABCDY este serd squivalente al quebtlc—

riopRase superior a ABC), porque sus ases
supf’nor S “m eotes _unas Mamas paralclas cD/,
BA‘: el tercer

3 para}elcpn '.,\0 Sura equlvalenl’e al
que tiene por base superior a @ued, porque sus

bas?s superiores esthn ' entre wunas ¥lmas paralelas
6C*, .aD’: luego los dos paralélepipedos propues=
tos, equivalentes al tercero, son equivalentes en-
tre si: luego &a.

Prop. 128, Un paralelepipedo oblicudngulo es

equivalente d otro rectangulo de igual  altura y
base equivalente.

Dem, Sea ABCD 1Ia
cudngulo propuesto: levantando en sus vértices coa-
tro perpendiculares iguales 4 su altura, el para=-
lelepipedo ABEI, que tiene la misma base y altu=-
ra, que el propuesto, serh igunal 4 él. Tomo ' en
el paralelepipedo ABEI por base la cara AM.
levantando  en sus vértices cuatro perpendiculares
iguales 4 la altura del paralelogramo ABCD, for-
maré¢ el paralelepipedo rectingulo equivalente 4 ABEI,
por tener la misma base y altura que ¢él, y por
tanto equivalente al propuesto: luego &a. .

83. Prop. 129. Dos paralelepipedos rectdngu-
l0s de una misma base son entre si como sus alturas.

Dem. Si las alturas son conmensurables, divi-
diéndolas en partes iguales 4 su medida comun,y

base del paralelepipedo obli- g
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tirando planos paralelos 4 la base, quedardn divi=
didos en paralelepipedos rectangulos igaales, por-
que tendran iguales bases y alturas; y como en
cada uno de los dos paralelepipedos habri tantos
parciales, como veces contiene su altura 4 la me-
dila jcomun, serd un paralelepipedo al otro en la
misma, razon, que sus alturas.

Si las alturas BC, be son inconmensurables, die
widase da altura BC en ua cierto ntmero de par=
tes iguales, y tomense sobre &c partes igoales &
las de BC: el Gltime punto de division no cae=-
ra en ¢, pues BC y &c son inconmensurables, si-
no en 4 faera de la bc: tiro el plano 4 para=-
lelo @ la base wb: y como BG y &l son conmen-
surables, los paralclepipedos @/, AC son como sus

1 ol
alturas: esto cs »:—d = gc: pevo al —ac+dl y bl

3 . ac dl be cl
= bc + cl: sustituyendo ez 4c 4 ¢ = Jc + o Los
primeros términos de cada miembro son constantes:
pero dl y cl son disminuibles a voluntad, pues el
punto / puede acercarse cuanto se¢ quiera al punto
<, tomando partes mas pequeias en la BC: luego si

existe la ecuacion, despues de hechos los incrementos,

. = 5 ac be . l &
existia antesz, y sera AC — BC - uego a.

Prop. 130. Dos paralelepipedos rectdngulos de
igual altura son entre si como sus bases.

Dem. Sean dichos paralelepipedos P y p, ycolé-
quense de modo que coincidan en un angulo trie-
dro., y en la arista de la altura, que es igual:
y sean sus bases AC y AK. Prolonguese la IK,
hagta T, y levintese sobre la base AH nn para-

106
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lelepipedo, que llamo Q, de ignal altura 'que los
otros dos. Los paralelepipedos Py Q tienen co=
mun la base levantada sobre la arista AB, y se=-

AD
Al
Los paralelepipedos Q y p tienen comun la base
levantada sobre la arista AI, y serian como sus

) 4
ran como sus alturas AD, Al: esto es =

p AB ot
alturas AB, AL, 6 ,g:E‘ multiplicando estas

. o ADxAB
dos ecuaciones, sera > = “ALAL: Pero AD x AB es

la superficie del rectingulo AC, base del parale=
lepipedo P, y Al x AL es la superficie del rec=
tingnlo AK, base de p: luego &a. '

Prop. 131.  Dos paralelepipedos cualesquiera sorn
como los productos de sus bases por sus alturas.

Dem. Sean los dos paralelepipedos P, p: sus
bases B y b, sus alturas A y a. Prolongo el pa-
ralelepipedo p hasta que tenga tanta altura como

P, y Hamo Q al paralelepipedo p prolongado. Co-

mo P y Q tienen una misma altura, serin como
Prst: i B .
sus bases, esto es, == 7: como Q y p tienen

una niitma base, serin como sus alturas, esto es,

0O A © S % -
e multiplicando -estas dos ecuaciones, ser#d
P Gl AxD
; == "axb”

Prop. 132, Zos paralelepipedos rectdngulos son
como los productos-de sus tres dimensiones, es de«
cir, de las tres aristas que concurren cn un dn=
gulo triedro.

- Dem.  Una de estas arigtas s A, a; Ja¢ otrag
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dos C, D; multiplicardas’ entre sf componen la ha-

se B;y en eliotro paralelepipedo ¢, & muliiplica-
das  entre si componen la base b: siendo, pues,

) .,':_'..'..'-}f?, porﬁéndo por B,Cx D, y por b, ¢ x d, sera

1®

-P‘/‘fxxCxﬁ :
Shemm—m: idgego &a.

axcxed

*

Para medir el volumen de los cuerpos, se ha
tomado por unidad el cabo, cuyas aristas son
ignales 4 la unidad lineal.

84. Prop. 133. Zl volumen de un paralelepi-
pedo | rectangulo es igual @ su base multiplicada
por su altura.

Dem. Sea P el paralelepipedo y C el cubo que
s¢ toma por unidad. Sea A la altura del paralelepi-
pedo, y D y G las dimensiones de su base: como el
cubo es un paralelepipedo rectingulo, cuyas dimen-

AxDxG

. : , P
FOUSF N T YR, welh’ WSS D X

G: y como las veces que P contiene al cubo C, es
lo que se toma por volpmen del paralelepipedo,
serd este volumen A x D x G; pero A es la altura,
Yy DxG es la base: luego &a.

El volumen de un cubo es igual d la tercera
potencia de su lado: porque la superficie de su base
©s. el cuadrado de su lado, y multiplicindela por
Ia altura, igual tambien al lado, resultara la tercera
potencia de este. |

ELl wolumen de un paralelepipedo oblicudngulo es
gual ¢ su base por su altura: porque es igual &
un - paralelepipedo - rectingulo de igual base y al-
tura que él.

Prop.. 134. El volumen de un prisma triangular,
es igual @ sy base por su altura.
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Dem. Si el tr'na’mgul(o de la base se duplica for~
mando un paralelogramo, y sobre este se construye
un paralelepipedo, quedard dividido en dos pris-
mas triangalares y simétricos, y por consiguiente
iguales: luego el volumen de uno de ellos serd la
mitad del paralelepipedo, es decir, ignal &4 su altu=
ra por la mitad de su base, 6 por la base del
prisma: luego &a.

El wvolumen de cualquier prisma es igual d su base
por su altura: porque tirando planos de una aris-
ta a las opuestas, quedard dividido en prismas trian«
gulares de igual altura; y valiendo cada uno el
prodacto de su altura por su base, el volumen
total serd ignal 4 la altura, factor comun, multi-
plicada por la suma de las bases & por la base
total del prisma. :

Prop. 135. FEL volumen de un cilindro es igual
a su base multiplicada por su altwra.

Dem. - Circunscribo 4 la base del cilindro un
poligono regular, y construyo sobre ¢l un prisma
de igual altura que el cilindro. Sea 'S la base del
cilindro: x el exeeso del poligono sobre dicha base:
serd la base del prisma S+ 2. Sea U el volumen
del cilindro: sea z el exceso del prisma. sobre- el
eilindro: serd U4z el prisma: llamo A la altura, y
geri Ug 2= AS4+Ax: y como & y 3 son dismi~
nuibles 4 volantad, habri ecuacion entre las cons--
tantes, y serd U=—= AS: luego &a.

85. Si se divide la altura del tetraedro en: partes
iguales, y por los puntos de division se tiran pla-
nos. paralelos & la base, construyendo. sobre las see~
elones, que resultem, varios: prismas, uno sobre
eada seccion, circunscripto al tetraedro, y otro per
“la parte inferior, inscripto ‘en el tetraedro truncadg

- @ o raibiee
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signiente, la diferencia entre la suma de los pris=
mas inscriptos y la de los circunscriptos, es el pris-
ma construido sobre la base inferior, y cuya altu-
ra sea la misma que la de los demas. 3

" Porqne cada prisma circunscripto debe ser igual
al inscripto en la parte inferior de su base, por
tener ambos igual base é igual altura: luego cada
prisma circuuscripto se desvanecerd en la resta con
el inscripto sobre sa misma base, y solo excederin
los circunscriptos 4 los inscriptos en el prisma cons-
truido sobre la base inferior, que no tiene otro
con que desvanecerse: luego &a.

Prop, 136. Los tetracdros de igual base y al-
tura som iguales.

Dem. Sean T y ¢ los tetraedros propuestos: y
dividiendo sus alturas en un mismo namero de
partes iguales, tirando por los puntos de division
planos paralelos & las bases, cada dos secciones cor=
respondientes seran igunales, porque serin propor=
cionales 4 las bases que son igunales: luego los pris-
mas circunscriptos en el primer tetraedro seran igua-
les a los correspondientes del 2.°; pues tendran igual
base y altara. Luego la suma de los prismas cir=
cunseriptos sera la misma en ambos tetraedros. Sea
x el exceso de la suma de los prismas circunscrip=-
tos al tetraedro T sobre el volumen de dicho tetrae
dro: sera T4 2 la suma de dichos prismas, Seaf
el exceso de la suma de los prismas circunscriptos
@l tetraedro ¢ sobre el volumen de dicho tetraedro:
#cra la suma de ‘dichos prismas ¢4 z: y como ambas
«umas son iguales, serd Ty & =2+ 2 Ahora 2 y
-son disminuibles a4 voluntad: porque la suma de los
cpriswas circupscriptos puede aproximarse cuanto se
quicra & la de los inscriptos, y por tanto'al tetraes
g o o 16
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dro, que estd entre las dos, dividiendo la aleura et
mayor nimero de partes, lo que disminunira la al-
tura del prisma construido sobre la base del tetrae-
dro, el cual prisma es la diferencia entre ambas sus
mas: luego si Ty x Y ¢+ 2 son iguales, despues de
recibidos los aumentos, lo eran antes, y por tanto
T =c¢: luego &a.

Prop. 137. Todo tetraedro es la tercera parte
de un prisma triangular de igual base y altura.

Dem. Sea el tetraedro DABC; sobre sus aristas
AB, BC, BD férmese el prisma AE: quitindole el
tetraedro, quedari la piramide cuadrangular DACEF,
que dividirémos con el plano CDF en dos tetrae-
dros iguales, por tener sus vértices en un mismo
punto, y ser sus bases mitades del paralelogramo
AFEC, Tambien el tetraedro CFDE es igual al pro-
puesto DABC, por tener ambos la misma altura
que el prisma, y por bases las de este; luego los
tres tetraedros son iguales, y uno de ellos, como
DABC, es la tercera parte ~del prisma de igual
base y altura.

El volumen de un tetraedro es el tercio de su
altura multiplicado por el area de su base: pues
es la tercera parte del prisma de igual base y altura.

Ll volumen de una pirdamide es el tercio de su
altura multiplicado por su base: pues dividiéndola
en tetraedros con planos tirados desde una arista 4
las opuestas, estos tetracdros tendrin una misma
altura; y siendo el volumen de cada uno el tercio
de la altura por su base parcial, la suma de todow
seri el tercio de la altura, factor comun, multi=
plicado por la suma de sus bases 6 por la base total,

Prop. 138. El volumen de un cono es el tercio
de su altura por su base.

Dem, « Circunscribo 4 la base del cono un poligong
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regular y construyo sobre este una pirdmide, coyo
caspide sea el del cono. Sea S la base del cono,
x su diferencia al poligono circanseripto: - este serd
ignal & S4x: sea U el volumen del cono, z su
diferencia a la pirdmide circunscripta: esta sera S z3
y como debe ser igunal al tercio de su altura por
la base, siendo A la altura del cono, serda Uy z
=3A (S+x) 6 U+rz=3AS+ Ax: ysiendoz y
& cantilades disminuibles 4 voluntad, dando mas
Jados al poligono circunscripto, los limites U y 3AS
seran iguales: Inego &a.

Sea R el radio de la base del cono, A su al-

tura: su base seri pR’, y su volumen IpAR”,

El volumen de un poliedro se halla dividiéndolo
en pirimides, y sumando los volimenes de estas.

Prop. 139. El volumen de una piramide trun-
cada es el tercio de su altura, multiplicado por la
suma de sus bases con una base media proporcio-
nal entre cllas.

Dem. Sea A la altura del tronco, S y s las bases:
sea x la altura de la piramide parcial que falta al
tronco para completar la piramide. Siendo las bases
S, s como los cuadrados de sus distancias al caspide,

serd S: s::(Avw ) &6 %f—: A:’ luego x &=
;,As‘_%—;, y A+x:—1%'_}-3-;: luego la pirimide to-
tal :%%—?, y la parcial \‘/\;_%f;: y el tronco
$A X .5.‘.‘/!;_—:}%'—: %A (S4 54 4/ Ss): luego &a.

En el cono truncado, siendo R el radio de Ia
base superior y r el de la inferior, las areas de

gstas dos Dases serin pR*, pr':Ja base media pro~
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porcional sera 4/pR” x pr’ = yp’ R* r¥ = pRr: lue-
go el volumen del cono truncado serd A (pR’+

pr’+ pRr ) =4%Ap ( R* 47" 4 Rr )i

86. Prop. 140. La solides de la esfera es
igual al tercio del radio multiplicado por el area
de la esfera.

. Dem. Circunscribase  al circulo miximo de la
esfera un poligone regular, que girando al rede=
dor del ege, formara un séhido compuesto de un
cilindro, conos truncados y conos enteros. Circuns-
cribanse 4 estos, al cilindro un prisma, y 4 los co=
nos pirdimides: quedard la esfera rodeada de su-
perficies planas tangentes 4 ella; y tirando por el
centro y por las aristas planos, quedari el polie=
dro circunscripto dividido en piramides, cuya al-
tura comun sera el radio”de la esfera, y sus ba-
ses las caras del sblido: luego el volumen del po-
liedro seri igual al tercio del radio multiplicado
or su area.

Sea U el volumen de la esfera: a el exceso del
poliedro sobre 1a esfera: S el area de la esfera, z
el exceso del area del poliedro sobre la de la es-
fera: sera U4 x el volumen del poliedro; y S+ z
su area; y como multiplicada esta por 3R, debe
producir el volumen del poliedro, sersa U4 x =
3SR+ §2R: como x y 2 poeden disminuic cuan-
to se quiera, aumentando indefinidamente los la=
dos del poligono circunscripto al circulo mixima
de la esfera, seri U — $RS: luego &a.

- Poniendo por S, 4pR’, serd el volumen de la
aslera :—pRa, ad sl ;
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El volumen  del sedtor es el  tercio del radio
por el area de su casquete: pues.debe cstar cons
tenido ¢n el. de lg esfera tantas  veces; como la
avea, que le sirve de base, en la de la esfera. Y
siendo el area del casquete 2pRw, la solidez del

’ 2
segtor sera 4pR x.
El volumen del segmento esférico se halla, res-

tando del .segtér CDAG = #pR’x, el cono CDIG
= §CI x arca del circulo DI, Aliora CI = R ~= x;

area del circulo DI = pDI": pero DI' = CD* —

Cl’ = R" = R+ aRo=—a"; luego el area del circulo

=p (2Ry — ") =px (2R —2), y el cono ipx

(2R = 2) (R =x)=14pr (2R" = 3Rx + =" ). Res-
tada del \seg‘tor, sera el segmento = ipx (2R’ -—

2R’ + 3Rz — x") == .gpx’ (3R = x).
Los poliedros circunseriptos d la esfera estdrm

con ella en la razon de sus areas: pues el ter=
cio del radio es factor comun en sus volimenes,
y sus areas son los factores desiguales.

El volumen de la esfera es los % del cilindra
ircunscripto: pues el area de la esfera es los %
de la del cilindro, y los volimenes deben estar
en la razon de las areas,

87. Prop. 141, Zos volumenes de las pirdmi-
des semejantes son como los cubos de sus dirmensio-
nes homologas.

Dem. Las pirdmides SABC, Sabc tienen por
¥olimenes 3SH x ABC... y #5h x @bc...: luego

L F i 09 01 g gkt
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%&"- — %- X ABC"'- pero las bases ABC..., abe..s
ABC.,

son como los cuadrados de sus alturas: luegoT
L su’ P SABC... _ su®
= —-: sustituyendo sera Sabe el B pero SH y

Sh

.Sh son proporcionales & otras dos cualesquiera dimen=
siones homologas: luego &a.

Prop. 142. Zos wvoliinenes de los poliedros se=-
mejantes sor. como los cubos de sus dimensioncs
homdalogas.

Dem. Sean P y p los poliedros; por ser seme-
jantea, podran dividirse en los tetraedros T, T’, T”. ..
Rl et N respecti\'amente semejantes: estos tctraew
dros serin como los cubos de dos. lineas homodlo-

T AS A3 g
gas l:’\ y a: de medo que e Ty
— 2 _ &a. Sumando los términos de estos quebra=

3
Tyl T .. A

a
-— . ’
pERETL . . 3 perc; I + ']'

re
3

dos iguales, scra !
p
Thvo=Ry\e 4+ ¢ oz pt 1uego-= 3 sluego &a.,

~Prop. 148.  Zos wvolumenes de las esferas sore
como los cubos de sus radios.

Dem. Sean R y rlos radios de las dos esferas: sue

) b Er el gus guvelgs'y  TORCIER
volimenes serin zpR, pri; luego e = E ¢
locon &a,

I’rop 144.. ZLos volumenes de los cilindros ' se=
ejantes son como los cubos de sus generatrices.
“Dem, Sean A, a sus alturas,' R, r los' radios

: & . 2 2
“de sus bascst 'sus volmenes seran PAR, par:

. A R?
luego T i R pero en los cilindros sexq'

-_—
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3 . ST | cil. R3 3
jantes = = =: luego —F = —~: y siendo los ra-
r

dios de las bases como las generatrices, serin los

cilindros como los eubos de las generatrices,
Prop. 145. LZos volumenes de los conos seme-

jantes son como los cubos de sus generatrices.

Dem. Sean A, a sus alturas, pR”, pr’ sus ba=

x ; Como A R A R 1 Cono
$es: sera —— = 7 X —s pero. o= 7 luego 7=

3 P
::353- 6 como los cubos de las generatrices.

Prop. 146. Zos poliedros simétricos son igua=
tes en wvolumen.

Dem. Descompuestos los poliedros simétricos en
tetraedros, estos serin simétricos respectivamente:
y teniendo iguales bases y alturas cada dos te=
traedros, tendrin igual volumen : luego los polie=
dros seran tambien iguales en volumen,

FIN DE LA GEOMETRIA.
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APLICACION

del dlgebra d la geometria,

e S ——

88. Representando con letras las distancias dadas
y buscadas entre los varios puntos de una figura, y
A veces tan solamente las relaciones de dichas dis=
tancias, se reducen. los problemas de geometria ala
forma de ecuaciones algébraicas, dependientes de las
propiedades necesarias de la figura y de las con=
diciones particulares del problema: de ellas se deduce
por los métodos ensenados en el algebra el valor
de la incagnita 6 incégnitas; |y la forma, en que’
se presentan, simboliza: las operaciones geométricas,
que deben hacerse para ‘determinarlas graficamente,
qué: es o que se Hamad construir las formulas. -Asi
se ‘aplica el dlgebra.a la ‘geometria.

En las soluciones se prefiere, segun los fines a
que se dirigen, la mayor facilidad de establecer la
echacion, O lgi iayor cornpdidad y seficillez de la for=
mula, ya para Ja construccion O ya para el calculo
pumérico. No siempre s consigue esta mayor faci-
lidad y sencillez, que ce lo que constituye la ele=
gancia de la solucion: pero, puesto el pmblema en
ecuacion , €s seguro hailar espiesiones de las incogni=
tas, mas O menos f;’l«;nles :!g'ion<t1‘11?r; cuando seria
contingente atinar cofn st determinacion grafica, va=
liéndose solo de consideraciones geométricas.

Todos los problemas, que se reducen & ecnacio=
neés de 1° 'y 2.° grado, se pueden construir sin
vilerse de otras lincas, que el circulo y la ‘recta

A veces los_datos y las incéguitas no son distancias, -




ni razones de distancias, sino producfos de dos de
ellas, 6 de tres, como en los voltunenes, y aun de
cuatro, cinco &a.: pero atendiendo al nimero de
dimensiones de cada dato 6 incognita, las ecuacio-
nes han de ser homogéneas: es decir, que en cada
término ha de entrar ignal nimero de factores: sino,
una linea resultaria igual al producto de dos 6 mas,
Yo que es absurdo. Esta condicion falta, al parecer,
cuando alguna de las distancias 6 productos se ha
tomado por unidad: pero se establece la homoge-
neidad haciendo la unidad igual a una letra, y
multiplicando ¢ dividiendo los términos, que con-

venga, por potencias de aquella letra. Por egem-

. . 2 . 3 ’
plo, la ecuacion @ & == b = cx — d , se hara ho=
mogénea, haciendo 1 = r y muliiplicando — & por

2 % o B 2
P,y cxpor r, yseri a x = br =crx —d.

De aqui se infiere, 1.° que si x representa una
distancia, y su valor algébraico es un polinomio,
no puede ser otra cosa, que la suma 6 diferen=
cia de varias lineas, representadas por los térmi-
nos del polinemio: 2° si el valor de & es frac-
cionario, debe tener en su numerador un factor
mas que en su denominador, para que despejando de
quebrados, resulte la ecuacion homogénea: 3° si
el wvalor de x es un radical de 2.° grado, la can-
tidad, que esté debajo, debe tener dos factores,
para que elevando al cuadrado ambos miembros,
resulte la ecuacion homogénea.

89. Construir un polinomio.

Sea ¥ =a4 be=cyd=—h. Sobre una misma
recta tomense las lineas positivas a, 4, d, 4 con=
tinuacion unas de otras. Quitesele 4 la linea, qug

o
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resulta, la suma de las rectas ¢ y h, y el resi=
duo seri’ el wvalor de x.
Construir un valor  fraccionario... ;
Hay varios casos. 1.° Siendo los dos términos
monomios, La formula mas sencilla para este caso
7,
es x:g de donde c: a:: b: x. Basquese una

cuarta _proporcional 4 ¢, a, y b, y dicha cuarta
pro[)orcnonal sera el valor de x.

ab

Sinpi—— s hagase ==, sera & = - Bus-
d d Y

co, pues, una cuarta pm[mcmnal ad,ayby
tendré “el valor de k: busco despues otra cuarta

propmcnonal 4 e, kyc,y tendré el valor de x.

. abed alb el S I\l
Slx=7f;.hag0 ?:k,J ==yipeeris s

Se reduce el problema a buscar tres cu;\rtas
proporcnonales

2° Si el numerador es polinomio, como z =

abc r.def-ghi s

gheidofghi . oe descompone en fracciones, y es x =
Im ? f

. xt d hi ’
%1- ‘zz. — %;. Se construye cada fraccion aparte,

y despues se suman 6 restan las lineas que resul-
2 b

ten. Si x — —;—, descomponiendo el numerador

C ‘-tf_ ) (a-¢)

en sus factores o e e » Y S€ buscara una

iy

cuarta pr0porcmnal 4 b, arcya—c
3> “Si el denommador es polinomio, se xguala
& un monomio,  cuyos factores sean todos conoci-*

dos menos uno. Por egemplo, 4 s = ‘b’:'::f , hagg
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ub's cd = ak, de donde k:‘-"b'.;.?, que se sabe
: : , abeyd be . def
construir: el valor de x séra c‘; d = Ct
que se sabe coustruir

, conocida k.

aln:'_i_qah - me 2. — ot daw
&= ———"———=, Sca qi==klgs+cmd=q3 de
q’t-kl:] pemd % s - } ‘ .

3 ki  emd : abey 3h-m3p abe?
dopde s =3 = 5 + Ty ¥ B e —
3 | qa . 4 f)" qlz L 4
aql mp ' )
b w— —'-—-'
3 2
: afag 3 N i -~
7 ‘alc2-a'b* ' onbiring :
x = ——— s¢ construye facilmente, haciendo
ab & 40 . clu-c) m?
z=m,*de donde ab=cm, y x =———73—= ¢
cm-m?* __m (&= m) = L lm+c
myc  — iye > B0a cuarta proporciopal. -
» \ ¢ "
go. - Construir an radical. = -
1° ¥ = yab es una media proporcional entre
ayb ' i,
2 : 2 2 @ 2t 5
3° x=q/(a + 4" ) es la hipotenusa de un triin-.

gul? rcc:éngulo,” cuyos lados son a y b.

' ' o g i DY

3. !):_—_:V(a, — b ) es un'lado de un triangulo
rectangalo, cuya hipetennsa es a y el otro lado 4,
En Jus.formulas eomplicadas. se igualara 1a can~
tidad, que esta debajo- del radical, al producto de
dos factores;iuno conocido 1y el otro desconocidoy
y se buscara una media proporcional entre ambos,,

- :-.‘-'s' fottolena " : e li R Tald

semplos. - ' \ g
y al® ea? a*

Ay & blie -
=V T hago. my T =gk, de . donde
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==y UTR El valor de k se determina buse

cando una tercera y dos cuartas proporcionales, La
media proporcmnal entre £k y a es el valor de x.

Si z = y/(ac= fg+ mq+rd), hago ac — fz 1 mq

rd = ak de donde k::c—-'é‘-i-%’-l- Z g

-
vak. ,
Si a=y (a"~f" —%) hago ¢* + d" = k" (R
es una hipotenusa ) ab+cd =1, yserdi ¥=y/(a*

f’k’

5 ): hagoj% =, 4 proporcional, y sera & =

s

¥ (2" —1¢"), lado de un tridngulo recténgulo.
Ultimamente si r = V(a'-;- B i’ d .. s .hago

a1 V' =7 (z es una hipotenusa ): hai;o z+c

=9" (y es otra hipotenusa ): y resulta ¥ = y/(y

+d" s...) En quedando debajo del radical dos cua~
drados, z sera una hipotenusa. - :
yn- se puede construir buscando una media
roporcional entre 1 y n; la espresion 2, 6
Euscando una media proporcional entre 1 y 2, 6
la hipotenusa de un triingulo rectingulo cuyes la-
dos valgan 1 eada uno. ¢
91. Toda espresion de dos dimensiones repre=

eenfa un area. Iguilese al cuadrado z", constriya
se la x, y el cuadrado construido sobre esta li«

dea serd == d la arca espresada per la formula, -




{38y
2 'G.G
Egemplo. La espresion —————, que represen=

2
ed ':'d’d

. 2 ’
€a un area, igudlese 4 z y serd ¥ = yy —— 1

Construyo este valor de x; y el cuadrado forma-
; cd™ra’c
'do sobre él sera = — . —
ik . . - N
Ultimamente, si la espresion es el producte. de
tres factores, representari un volumen , -coma
9, ;3
biced . 2 . .
= Hago esta ‘espresion = ax , siendo a co=
m-n ol F
. ot a bed” .
necida, de donde x =y ——=—. Hallado el valor

de x, ax” 6 la espresion propuesta representara
un paralelepipedo, cuya altura es a, y cuya bae-
#¢ es un cuadrado que tenga por lado & .

Teoria de los signos en la analisis geométrica.
s ———

92. Cuando dos figuras no se diferencian sino
®n el tamano de sus partes, y estas estin colocadas
en ambas en un mismo sentido, se dice que las figu-
ras estin em correlacion directa. La ecuacion que
ligue entre ¢i las partes de dichas figuras debe
ser la misma para ambas; pues son casos particu-
Jares de una misma cuestion.

Cuando dos figuras estin entre si combinadas de
tal manera, que una parte es en la una la su-
ma de dos lineas, y en la otra es la diferencia de
las mismas lineas, se dice que las figuras estin en
correlacion indirecta: y las ecuaciones, que las re-
prescaten, deben diferenciarse en el signo de la
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linea, que es sumando en la una y substrahendo
en la otra," Las lineas, que se ‘anaden en wna ﬁg'ilrar'T
y se restan en la otra, y que , por cp_ns}gyﬁeﬂt_»&*;
vartan de'signo en la ecuacion, se llaman indirectas,
Para abreviar la frase, se suelen llamar las figuras '
directas 6 indirectas, segun su correlacion.

145 Sea el triingulo ABC cuya altura BD ‘cae den=
tro de la base; y sea el triangulo A'B'CY, cuya
altura B'D’ caiga fuera. Comparando entre si éstas

« dos figuras, son indirectas, porque la’ distancia dek
vértice A a la perpendicular en la jyer figura es
=a la base AC menos el segmento CD; y en la
22 la distancia del vértice correspondiente A* 4 la
perpendicular es ignal a' la base A‘C* mas el seg=
mento C'D’. Este segmento, que es substrahendo én **
fa 1. figura y sumando en la segunda, es la can-
tidad indirecta,

Una misma ecuvacion puede servir para dos fign=
ras 1ndirectas, . variando " el signo, en la ecuacion
hallada para la primer figura, a las cantidades que
se hacen indirectas en la segunda.

Cuando de la resolucion de un problema geo-
métrico resulta un valoy negativo de . la, incégnita
a, se muda el signo de esta en la ecuacion, y. se -
tendrd la econdicion & que satisface dicho - valor
negativo. Enténces se. conoeceran las lineas que se
hacen indirectas en el problema, para que el valop
negativo de &, hecho positivo, Jo satisfaga .. . .

93. Si la & repyesenta una parte, que se debe -
tomar ‘sobre upa recta desde un. puato fijo, el va=
lor negativo satisface al problema, temindolo - desde
dicho punto fijo hacia la parte opuesta 4 aquella
en (nese hobiera tomado, si la x- hubiera sido positivax

146 . Porque sca A el punto fijo, y sea la incégnita:

’
/
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x la distancia de A 4 B, quedando este punto B des
terminado por una ‘condicion establecida, sobre |a
cual se funda la ecunacion. Sea C ofro puhnto cual-
quiera fijo tomado en la linea. Cuando ¢l punto B
esti a la derecha de A, es CB — CA . AB: cuando
estd 4 la izquierda, es CB* = CA — AR': luego AB
es cantidad indirecta, 'y su signo debe madar de
un caso para otro: luego el valor negativo ‘de & debe
interpretarse tomandolo a la izquierda del punto A,
La analisis da negativo este valor, por la absurdi-
dad que se ha cometido en la figura hipotética, que
nos ha seryvido para formar la ecuacion : pues en
dicha figura' hemos puesto el punto buscado B 3
fa derecha de A, debiendo estar la izquierda, se-
gun lo ha hecho conocer el cilculo, dando negatie
vo el valor de «. ' R :
.. Toda cantidad variable que de directa s¢ hace
indirecta, se hace igual 4 cero 6 igual al infinito
en el valor intermedio, - i

‘Dem. Si la cantidad #x se hace indirecta, seri
sumando antes y substrahendé despues; de modo que
habra dos cantidades a y b tales que a=1by4y,
cuando x es directa, Y @ =& — &, cuando es mndi-
recta. En el primer caso 5 — o —0b, en el 2°

=) —a: luego en el primer caso « era mayor

que b y en el 2.° menor: luego en el intermedio
ha habido ‘un caso en que @ =b, y ¥ —=o,
Puede suceder que el valor de # se determine

por una formula de esta especie & — ai}, Y entdn.
ges en el caso Jntermedio en que a=b, sera

' Al g 7
e 3 :
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AT A ot

Problemas geométricos de 1° y a° grado.

—____‘—-—

1° Dadas dos paralelas, y un punto , tirar

por €l una oblicua tal, que su parte “interceptada

entre las paralelas tenga una magritud determinada.

Sean las paralelas dadas DE, FG, ¥y C el punte
dado. Se conoce la distancia de C & FG; la distan=
cia BA entre las paralelas, y la parte de la oblicua
cogida entre ellas, que llamo c. Sea. CA = a, BA
— b. Supongo que la oblicua CX es la que busco:
seri preciso COnocer Ja AX.— &, y la XU serd=-¢.

Los tridngulos semejantes CAX, CUB din BA:CA::
XU:XC 6 b: az:ct CX::'—'—;; En el triangulo rec-
tingulo CXA es CX=+« (CA2 »AX) =g (a”+ x).

Tgualando los valores de CX, es V(@ + a’) =7

22 2%
2 2 ac 2 a

Elevo al cuadrado y es @ +% :'T y &' = b’c
N 29 2,2 2 -~

3 ac-ab B 2 2 o a a

— —_—_——’b“ __'TT(C ——b),yx__bv-(c

._b‘), Se vé, pues, que el problema es 1mpo=
sible cuando ¢ €8 menor que &, O la oblicna

UX menor que la perpendicular BA. Cuando ¢ >0,

. s 2 2 -
construyamos el radical 4/ (¢’ — U), que esun cateto
de un triangulo rectangulo, cuya hipotenusa es ¢

el otro lado b. Para esto hago centro _en B con
un radioo==¢, Y senalaré en la FA el punto y A

El lado AT es el cateto pedido.‘ Busco despues ung .
42 proporcional ab, y(c = b’) y @, lo que e hagg
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tirando por C la CX g)ara?ela a BT: y AX seri Ia
4 proporcignal, y CX la oblicua pedida,

El valor negativo se interpreta, tomindolo a la
derecha del punto A, y tirando la CX": pues la
x es wna pacte que debe tomarse siempre sobre Ia
FG desde el punto fijo A. El problema admite pues
dos soluciones, Sic — b, x =o,y la perpendicular
CA .seria la recta que se pide.

2* Dado un circulo y un punto, tirar por él
una cuecrda de una longitud determinada.

Sea el circalo AEBD, cuyo radio OB = r. Par
el punto C dado tiro el diametro ACB, y como
lIa. posicion del punto G es conocida, lo serd sn
distancia CO al centro. Sea CO == 4, seri AC — AQ
—CO=r—20, y CB=CO0+08=r+0b. Sea Ia
cuerda que se pide CDE, y llamo CD = x, sera CE
=4a toda la cuerda — x. Sea ¢ la longitud, que
debe terner toda la cuerda; seri EC = ¢ — x. Como
las cuerdas se cortan en partes reciprocamente pro=

. 3
porcionales, sera CD x CE =CA x CB, 6 cx — x
2 2 8T S, 2 » 2 e
=r=—=0b0. Hago r ~b =q,sericy — 2" =¢",
. T 2 2 . {
~cr=~grx=§ct y(ic — q ). Ahora ¢ siendo

=\/(r’_b’)=\,(r-}-b)("—-b),egmedia prO"
porcional entre AC y CB: luegoes la OC perpen~

. - W, £ 2 2
dicular al didmetro en C. El radical v(ic —q)es
un cateto de wun tridngulo rectingulo, cuya hipo=-
tenusa es Zc y el otro lado g, Hago, pues, cen=

tro en O con un radio =%c, y sefalaré en el

didmetro el punto M. El eateto CM es el valor

de y/ (3¢’ ~ ¢’). Para aiiadirlo & la lemicuegrda OM,
) 4 .
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1
¢omo en su prolongacion MT = CM; y OT serd

el valor de 2 = jc+ ¥ (ic’ — ¢'). Hago centro en C

con el radio OT, y me senalard el punto X del
circulo por donde debe pasar la cuerda pedida.

El otro valor de « = ¢ — \/,({;c, — q ) es el otro
segmento de la cuerda CX': pues J]a suma de es=
tos dos valores es ¢ 6 toda la cnerda, Haciendo
centro en C con el radio CX’ senalaré otro pun=
to z del circulo por el cual pm!ré tirar otra cuer=
da zCZ, que seri = ¢, y que darid otra solucion
del problema.

Si g es mayor que e, el problema es imposi=
BLle. En efecto, entonces la cuerda Qo seria mayor
que XX‘, lo que mno puede ser, pues csfa dista
del centro menos (ue 0o, lo que €& evidente,
eiendo mu menor que mGC.

Si g = %c, la cuerda es la Oo.

Si ¢ esignal al didmetro, Ie=r,yx=riy (*

~q'); y siendo ¢" =7 — b, x =r b Los dos va
Jores de x son los dos segmentos del didmetro, y no
hay mas que una solucion , que es el diametro.
La siguniente construccion es mas elegante. Inscribo
en el circulo dado la caerda FH = c. Por el punto
C hago pasar un circulo concéntrico al dado , que
cortard la FH en T y ea R. Los dos valores de

% serin TF y TH. Porque oD’ = OF ~FD’ = "
L3t y TD —OT* ~0D* =4 i =R -

q’: luego TD = v(%c’ ~g FFT =40~V (gc’—- r’),
yTH = 3¢+ V(%c’ ~r’). Si b=0D= V(""" chs
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=Xc, yel problema solo tendria una olucion, pors
que- FH seria tangente del circnlo interior. Si »r

>ic,6 be v (r —ic’), e problema es imposible:
porque dicho circulo y la Fll no se cortaran ni
tocaran,

Se vé ademas, que haciendo centro en C con el
radio FT y senalado el punto X en el circuls
dado, la cuerda XX debe ser = FIH. Porque sien-
do iguales los triangulos OTF, OCX, sera ‘el 4n-
gulo X =F; y en los triangulos OFD, OXL, en
que los angulos son ignales, y OX = OF, serd OL
= 0D, y las cueidas XX, FH, equidistantes del cen=-
tro, seran iguales,

95 3° Dado un diametro y una cuerda per-
pcndicular a él, tirar desde un estremo dcl did-
metro una rectd tal, que la parte comprendida
entre la cuerda y su arco tenga una magnitud
determinada.

Sea BO la cuerda dada, AD el diametro dado:
cs evidente . que AO sera conocida; hagola = p, Sea
AH la recta, que se pxde, tal, que TH = m. Sea
AH = u, AT =x; sera u—x = m. Tirada la OII,
los triangulos IIAO y TAO tienen el angulo en A
comun y el angulo AOT = H, porque sus medidas

son las mitades de los arcos iguales AB, AO: lue-
go %g — Q?, y ux =p . Conocida la diferenoia ¥
el producto de dos cantidades, dichas cantidades
serdn u = fmt= V(gm’-(-p’) ¥=—1Imx+ v(gm’.,.

) (Alaebra art. 14. IIT'). Los valores superio=
¥es son  positivos; los inferiores son negatives: y
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madando el signo 4 las incognitas en la eenacion
fondamental, es a—wu=m, lo que prueba que
la & debe ser mayor que la u, lo que no pue=-
de verificarse, sino -en el caso de que la AH cor=

3

te 4 la BO fuera del circulo, como se vé tam=

bien por el valor de x: pues Xm 4 \/(ngm 1-])')
debe ser mayor que p, y en este caso la AT se
separa mas de la perpendicular que la AO. Aho-
ra bien, estando el punto T fuera del circulo, ni
la u ni la & se hacen indirectas, sino la m;
porque en el primer caso £+ TH —u, y ea el
segundo & — TH = w.

La construccion para ambos casos ee Ia eiguiens
te. Levanto en O a la AO la perpendicular oU

—=1Im, tiro la AO=y (1)‘ +§m ). prolongola

hasta qne UM = §m. Sera AM el valor de u pa-
ra el 1.5 caso y el de x para el 2% haciendo cen=
tro en A con el radio AM, y describiendo un
arco, los puntos en que corte al circulo y a Ia
cuerda BO prolongada, seran los puntos adonde
deben tirarse las rectas que llenen la condicion
del problema. Obsérvese, que 4 la izquierda del

diimetro da otras dos soluciones ignales 4 las pri-

meras, y que no estin simbolizadas en la ecua-
cion, que siendo del 2.° grado, da solameate deg
soluciones,

Si m = CD, no cortari el arco TH al circulo,
vy no habri mas soluciones, que las esteriores. Si
UM = Lm se anade 4 AU, di la solucion interiory
y si se le resta, es decir, si se hace la m indi=
recta, dara el valor de u para la solucion esterior,

96. 4° DBuscar cn una recta un punte, Cuyig




(141 ) |
@stancias d dos puntos dadss en la misma rece
ta former wun rectdngulo igual d un cuadrado

dado m’, '
Sean los dos puntos fijos A y C, y B el pun-
to pedido. Sea AC=a, AB' =&, CB'=a — =z,

. 2 2 2
Y la ecuacion es ax =&’ =m': x=4at ¢ ia

v'--m'). La construcion es ficil. Si m —&
#a, y el punto pedido estd ‘en la mitad de la récra,

Si m<4a, los dos valores de x suman @, Y
por tanto el problema tiene dos soluciones indica=
das por la ecoacion en dos puntos tom2dos entre
Ay C & igaal distancia de ellos, Tambien po=
dran  hallarse dos puntos 4 ignal distancia  de
Ay C, tomados fuera de la recta, que satisfagan

a la misma condicion: ‘mas no- resultarin de '1a
; ; - 3
ccuacion propuesta: sino de x (x+a) =m’, de

donde x = —&a-_(l-‘v‘( ta' 4+ m’ ): porque si es B
el punto esterior, AB = x, CB'=x  a. Vease un
problemx con cuafro ¢oluciones, cuando la ecua
cion ne da mas que dos. ;

St m > %a, el radical es imaginario en la p.er
ecuacion, mas no en la segunda: luego se preden
tomar dos puntos fuera de la recta, que eatisfa-
gan & la cuestion: el problema tendra, pues, dos
soluciones, & pesar de ‘que el ‘radical resulta ima=
ginario. Luego la absurdidad de los valores ima«
ginarios de la incégnita no es absoluta siempre,
sino relativa, como la absurdidad de los  valo«
fes negativos,

3" Daday dos paralelas, 3 uaa perpendicular,

146
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G entrambas, tirar u(na sc)cantc entre ellas tal,
que la mitad de la perpendicular sca media pro=
porcional entre las dos partes d¢c ambas parale=-
las comprendidas entre la perpendicular y la sccante.

151 Sean las paralelas AE, BF y AB la perpendi-
culac y EF la secante. Sea la mitad de AB = a;
AE = x, BF=y: la ecuacion es xy=a"; el
problema es indeterminado, pues tiene una ecna=
cion con dos incognitas, Para obtener las. infinitas
coluciones de este problema, tiro la GD. paralela
4 las dos y por el punto de su encuentro con
la secante imaginando la II' paralela a AB, los
triangulos EDI, 1I'DF serdn semejantes, y por scr
DI = DI, iguales: luego BF = CD+ IE, 6 llaman-

do a CD, r, y =r+IE, x=r—IF: luego su-

mando x4 y = 2r. Elipino la_y de esta ecuaciom

2 ’ 2 o SN 2 e
y de xy =a, ¥ tendré x —ory=—a : X=7

’

2 2 ’ * By
ty(r—a ).. Témese, pues, ' mayor que a,y
arbitraria: haciendo eentro e 1Y con el radio r,
los puntos de interseccion, del circulo con las dos

paralelas, darin las dos soluciones EF, ET’: por-
. 2 2 L
que, siecndo EI = ¢(r —a ), seri AE=r—

v ( ro—a), y AE" =1+ v ( Pt - a’) A cada nue-
xo centro (uep’serrtoime; describiendo un  nuevo
ciraudol i con laildistahcia del<centro 4 la AB por
radio , sus. interseceiohes:con Jas  paralelas daran
siempre dus  solucioncs, ‘ . :
Lata éonstrucciontpudiera deducirse de consndle-
raciones puramente gmm(‘tr'l('as; pues todo cu':
culo, cuyo centro:este en lv CD y que toque @

-
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la- AB, ha de verificar la condicion del proble-
ma. Eun efecto, la tangeate AC es media pro-
porcional entre la secante AE’' y su parte ester=
na AE, que es — BF” porque la ignaldad de los
trigngulos, DEL, DFT’ di 1E = IF¥', y, por tan-
to AE — BF'

FIN DE LA APLICACION DEL ALCEBRA A LA CEOMETRIA.

- R
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s TRIGONOMETRIA RECTILINEA, * -

, (144)

Luiom

e

97. La trigonometria rectilinea es un ramo de Ia
geometria, cuyo objcto es resolver este problema:
dadas tres de las seis cosas, que contiene un tridngulo,
d saber; los tres lados vy los tres angulos, deter=
minar las otras tres. Este preblema admite infinitas,
soluciones en el caso de darse los tres angulos:
pues todos los tridngulos, semecjantes & uno dado,
tienen los mismos angulos que él, ¥y sin. embarga
sus lados son desiguales.

Un éongulo de un tridngulo queda determinada
siempre (ue se conozca el lado opuesto y el diametra
del circulo circunseripto al triangulo: porque st este
didgmetro es BC, y BD el lado opuesto al angulo,
que se busca, dicho angulo sera — C. Y aun no
es menester para conocer dicho angulo conocer el
lado' opuesto y el didmetro: basta conocer la razon
de estas dos lineas: pues el dngulo G serh =G,
aunque los lados epuestos y los didmetros sean di-

: BD bd
ferentes, siempre que [E = -

Por los triangulos semejantes BCD, BOQ ( siendo
0Q perpendicular & BD ), es = s es decir,

serd conocido el 4dngulo BOQ = C, siempre que

ce conozca la relacion de la perpomlicu]ar BQ al
radio: esta relacion se Nawa seno del angulo BOQ,
Tambien quedara determinado  dicho ~ Angule,

: HU oY
seado conccida la razon g, ¥ la razon 'i_a_,"ﬁy

» ‘.rIJ
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do HU tangente en H. La primem de estas razo~
nes se llama tangente y la 2. secante.

Como el angulo BOQ quedari determinado, si lo-
esti su complemento BOR, y este puede determi-

: [ Pt o RS
narse, 6 por su seno g, O por su tangente .,
0S : 2
6 por su sccante i, se infiere que cualquiera de
estas tres relaciones servird para determinar el.dn~
oT
gulo BOQ. El seno del complemento 5, se llama

coseno del dngulo BOQ; la tangente del eomplemen-
to, cotangente; y la secante del complemento, ca-
secante del mismo angulo.

Estas relaciones se Ilaman, aunque no con mu=-
cha propiedad, lineas trigonométricas. Mejor las lla-
ma Carnot en su geometria de posicion cantidades
linco-angulares: porque sou relaciones entre lineas,
que determinan el valor de los angulos.

Para hallar estas relaciones, no hay mas que ha-
cer cl radio = 1; el valor analitico, que enténces
tomen las rectas BQ, HU, OU, OT, RS, 03, serin
las formulas del seno,. tangente, secante, coscno,
cotangente y cosecante.

Si dichas férmulas' se hacen homogéneas, tendré-
mos los valores analiticos de dichas rectas en el
circulo, cuyo: radio tenga un valor cualquiera,

En lo succesivo supondremos siempre el radio =
1, y las rectas citadas seran las relaciones 6 cantida~
des lineo-angulares, euyo uso principal consiste ens
la’ determinacion: de los 4ngulos.

98. Dado el seno de wn. arco, hallar las demas-
dineas trigonométricas.

Sea. el. radio OH =1, el arco HB=a: En j¥
3G
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triangilo rectingulo OQB es OB’ = 0Q"+ BQ 6 1=
sen’. a i cos’. a, por ser OQ = BT. De esta fér-

muola sale cos.a = E4/(1 = sen.a).

—

Los triangulos 0Q3, OHU din estas dos pro=

f 0 OH Q ' QR , co :
porciones, G?—-_—_- 8 o=

HU» ¥ 08 — 00 2 sen.e — tadg. &
1
¥ cos. @ = ——, de donde sale la tangente y la ge-

sen, a

.
cCOS. &

<cante, tang. a= y sec. a=

COs. &

" J . BT
Los trizngulos OTB, ORS semejiutes din 73 =
©OR _OT OR

g st e e OGN il - gen, @ —— e—
> ¥ 0B —™ 0> cos.a — cel.a’ y cosec, €
5 COS, & 4
«le dende cot. @ = ——, ycosec. @ = —— ‘
&en. a sen. e

Dada wnae linca irigenométrica, determinar las
demas.

) p * ]
Ea las férmulas sen. a4 ces. @ == 1, tang. a ==

coOSs. a
— o got. € = ~———, 8CC. @& ==

.cos, a ? scn, @ cosec, a =/

St
©os a?

1 . . -
L conocida una lineca trigonométrica, tendremos

cinco incognitas: y como son cinco las ecuacioncs,
sc podrin hallar sue valores.

Egemplo. Dada ta tangente, determinar las de=
mas lineas trigonométricas.

Para determinar el seno,despejo cos. @ en la 2.

. £ . a .
ecuacion y €s Cos. @ = .7 ¥ pongo su valor en
. 2 sen , a s
%2 1.t ecuacion, y serd sen. a4 —— = 1. Des~
) tang . « \

grio de quebrados y es sen’. @ x tang’, aveg’. 0
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: 2 tary h
= tan". a, d¢ donde sen’. @ = BB 2ty
V: ',;l-’\ug‘ "}
" Para determinar el coseno, despejo €l seno en
Ja 2. ecvacion, y €s sen. @ =tang. @ X Cos. a, y

. g 2 2
pongo su valor en la primera, y es tang. a ¥ cos.
1

v( |+lnn5’. a)

La secante, cotangente y cosecante se determi-
nan poniendo en sus. formulas en lugar de seno
Yy coseno sus valores: y serd sec. a == ¢/ (1 +
V(¢ ptang” a

T .

@+ cos.a=r,de donde cos. @ =

2
tang’, a ), cotang. a = ,-COsec. @ =

—
lang. « fen. a

99. Los matemiticos econsideran toda circun-

ferencia dividida en 360 partes iguales, que lla-
man grados: cada grado en 6o partes ignales, que
Haman minutos,. cada minuto en 6o partes 1gua=
“les, que llaman segundos, &a. Estas divisiones se
espresan. con los signos °, ‘, “, &a. Estas divi-
siones’ indican la- parte que cada arco es de eu
eircunferencia; y por consiguiente los arcos seme-
“jantes deben tener un mismo ntimero de grados,
con la diferencia de que en el arco menor ‘el
grado es menor, & proporcion de su radio. El
angulo- se mide por el nimero de grados, que
abraza su arco, sea cual fuere la magnitud del radio,
Cuando' €l arco es nulo, 6 @=o0, sa seno es-
nulo: haciendo, pues, sen. a=o0 en las férmu=
bas anteriores, resulta cos. @ = % 1.; tomarémos el
“%igno 4, pues vemos- que el coseno se toma & laa
derechia del -centro: tang. a = o, cotang: @ = x;,
3€¢C. a =1, cosec. @' —=ce, o
Aumentando el arco desde 6 hasta ‘90", auniene-

:
1
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€an send, tangente y‘(secante y disminuyen cose«
no, cotangente y cosecante.

Cuando a = 30°, su seno DB es mitad de la
cuerda DO del arco doble 6 de 60°: pero la
cuerda de 6o° es igual al radio, por ser el la-
do del exigono imscripto: luego el seno de 30° cs
ijgual 4 la mitad del radio, 6 sen. 3o =% De
donde cos. 30° = %/3.

El seno de 6o° = cos. 30Y =%y 3,y cos Go°® =

—_—
i' tatie 8 o_lcn.Boo i B -4 P
7 tang, SR =3 Y cotang 300 =y 3

5. 90
- ’ 1
Tambien tang 60° = ¢/3 y cotang. 60> =5

Si el arco es de 45°, € seno wera igual e

. [ ] k]
<oseno: por tanto la ecuaciom sen . @4 CO8 . @ +=

. ) L]
€, se convertira em asen. @ =1, €0 a3},

1

¥ sen. 45° = 7= 5y 2. Tambien cos, 45° = ¢/ 2

tambien tang. 45° = cotang, 45 =1, es decir, igual
al radio. .

Cuando €l arco es de go°, su seno es el ra-
dio, 6 1. Sustituyendo en las cinco formulas, sera cos.
90° = 0, tang. 9o0° = 0, sec, §O° == o0, cotang, 90°
=~ o0, cosec. 9o° = f.

Desde los go° hasta los 180*, el seno, tangen-
te y sccante disminuyen: el coseno, la cotangente

la cosecante aumentan. El seno conserva el mis-
mo signo que en el primer cuadrante: pero el
coseno, la tangente y la cotangente &€ hacen in<
directas, y toman el signo negatiyo.

Cuando el arco es de 180°, su seno es O: Y

.

susticuyendo - este valor en. las ciaco formulas, sy
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#enlrd cos. 180% == == 1 (to.00 el signd ==, porqus
en pasando de 9o” el arco, ‘€l coseno es indirecto ):
tang. 180° == 0: cotang. 180° = ——c0: scc. 180°
= 1 i: cosec. 180° — co.
Las lineas trigenométricas de wr arco son iguales
& las 'de su suplemento,

Dem. Sea el arco AB. Si por B tiro BM para-

lela al didmetre, serd el arco ABM suplemento de
MD: pero MD = AB por comprendidos entre para-
lelas; luego ABM es suplemenio de AB: sus senos
BC, MA’ son iguales por paralelas entre paralclas:
pero en siendo el eeno igual, sustituido en las
«cinco formulas dara igual el valor de cada una
»de las etras lineas trigonométricas: luego &a,

100, En tode triangulo rectdngulo un lado es
igual d la ‘hipotenusa multiplicada por el seno del
«dngulo opuesto -al lado, 6 por el coseno del dn=
gulo adyacente al lado.

Sea el triangule ABC. Sea AM el radie,
MO el arco que mide el 4ngulo A, y MT
su eeno. Los tridngulos semejantes AMT, ABC din
BC __ NT 189 sen. A

BB E o _dUeES BC:BAxsen. A: pero

sen. A = cos. C, por ser A y B complemento el
auo del otro: luego ' tambien BC — BA x cos. B:
duego &a.

En todo tridngulo rectdngulo un lado -es igual
al otro maltiplicado por la tangente de su dngulo
adyacente. Porque en el triangulo rectangulo ABC,
tenemos BC — AB xsen. A, y AC = AB x cos. A:

st ond , BC __ sen. A sen. A
partiendo sera 2§ = Soas Pero. g o8 tang. A,

luego %%:’. tang A, y BC = AC i tang. A: luego &a,
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Formulas generales,

e e mRlaw e

vor. Dados los senos y cosenos de dos arcody
hallar los senos y cosenos de su suma y diferencia;

Sean dados los arcos AB = a, BD = 4:su suma;
cerdi AD = a+ b; tomando BK =&, su diferencia
seri AK = a — b: se pide el valor de DP, CP, senc-

coseno de la suma, y KO CO’ seno y eoseno.
de la diferencia. Como el radio CB divide por
medio al arco DK, sera perpendicular a la cuerda
DK y la dividird por medio. Tiro IE paralela a CA,
& 1G perpendicular & CA: y siendo DI =IK, sera
DE = EH, y EI'=HO = OK.

DP = PE 1 ED = IG 4 DE: CP = CG — PG = CG-
— EI; KO'=16 —EH =16 — DE: CO'=CG +
GO’ = CG + EL. Busquemos pues las cuoatro lineas
IG, CG, DE, EL

El 4angulo EDI es =C, por ser cus-lados pere-

endiculares.

En el tridngulo rectangulo ICG tendremos IG-
—1C x sen. C = cos. b x sen. @ y CG=CI x'cos.
C = cos. b'xcos. a. .

Fn el tridngulo recthngulo DEL, tendremos EY
— DI x sen. D =sen. & x sen. @ y DE = DI x cos. D
— ren. b¢x cos; a. -Sustitoyendo - serd
DP, 6 sen. (a4 b ) =cos, b x: sen. @-osen. b % cos. a
CP, 6 cos. (@s b') = cos box cos: @—'sen. b x sen.a

KO bsen)(@— b ) = icus. b x seni a = sen. b x cos.a
€U, 6-cos. (@b )= cos. bx Ccos.ay sen. b x sen. a.

5t as- cuatros formulas: por ~la duplicidad de los
siguos. puedens, reducirse: & dos; sen. (@ £ b) = sen.
@ % cos. bk cos @ x sem. b3 cos. (a & b) = cos. @ ¥
eos. b T sen. @ X acn. G




Y02, Hallar el seno y coseno de un arco de
#lo., tripto: &a.! de *otro dada.

Hagase en las férmulas de sen. (a+5), cos. (a
+b), b=a, y seri sen. 2a =2 sen. a x ¢os. q, Y

)

«€0s. 2@ ='cos’, @~ 'sen’, a,’ serlo 'y ‘coseno del ‘arco
doble. ; .

' Higase en las misma firmulas b = 2@, y serd
#en. 3a = ccn. @ X C€os. 2@ 4 Cos. @ X sen. 2a, y cos.

3a = cos, @ x cos. 2a — scn. @ x sen. 2a. En lugar
e sen. 2a y cos. 2a, sustitiyanse sus valores, y

. 2 : 3
sera sen. 3¢ —=s€n. € X cos’, ¢ — eon . a + 2sen. @
2 2 3 3
xcos.a=3:cn.ax-cos.a—scn.a,ycos.Sa:cos.
 J 2 3
@ =—COS. @ X $CR . @ == 2C05. € X $€0 . @ == COS » @ war
2 * 2
Jcos. @ x sen . . Pongo en 12 1.0 por cos . @, 1 == sen .
2 2 ’
@:yenla2? porsen’. @, 1 — cos’. a; Y sera seno y co-
. 3
weno del arco triplo, sen. 3¢ = 3sen, @ = 3sen’. @
3 3 3
= sen.a =< 3sen. @ == 4sen’. @, cos. 3a = cos.. @

3 3
= 3c0s. @+ 3cos’. @ = 4cos". @ ~ 3cos. a,

Para hallar el seno y coseno del arco cuddru~
plo, sera b = 3a, &a.

Dado el seno de un arco, hallar el seno, co-
Beno y' tangente de su mitad.

En la férmula cos. ag — COs"\ @ = sen’. a, pon-

p L ’
SO por cos.a, 1 ~=sen.a, Y € cos. 2a=1x

=~ 3sen’, @, de donde w€n' g = :"2;—2’ ! 0. G
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i 1-co8. 2d . '
= y——". Haciendo 2a=m, e a= Im, w
e s L 1-cos. ™

nidm=y 5 -

En la misma formula pongo por sen’. @, 1 ==

2
eos. @, y s cos 2a = 2008 . @1 y €0s.a=

YES hago aa=m, y @=jm, y e co8,
¥ e 1.1.c08. m
M=y -
Como la tangente es igual al seno dividido po¥
n 1-CO5, m

el coseno, sera tang. km -
s ~ = —— = —
. & cos. %m v i gt

103. Dadas las tangentes de dos arcos, ha-
llar la tangente de su suma Yy diferencia.
: (azk "
Siendo. tang. (axb) = %E—:—E:—;, poniendo. por
gen, (axb) y cos (ak? ) sus valores, serd tang,.

sen. @ x cos. b= cos. a x sen. b .
(a%d)=rGaxn bren arsen b Partiendo - nne

merador. y denominador por  cos @ X cos. b, serd:

sen. a sen. b

S —
cos. a — cos. b gen.

S, o e ¥ SR e,
tang. ( a X ) 6 T R N S b o =tang:.

CO0s.

¥4 Cos. a cos b

’ - tang. a =tang: b ’ —'
sera tan.(aib)_‘__ I.T.umg.axu-g.b' SI b"“ 45'.

tang. a i1

tang‘ (.a‘ - 45'?. ) - « R lang. ati) ]

Pars hallap: la tangente de un arco doble, ham
b=a, y tomo el #gno superior, ¥ sera tanf..

‘2tang. & '
e ————.
.

ktanga. L2

o w ot
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Hallar las relaciones que tienen entre st las
sumas 0 'diferencias de dos scnos 0 dos ‘cosenos.
En las cuoatro [Ormulas !
sen. (a+ b ) =sen. a x cos. b4 coe. @ x sen. b
sen. (a—b) =sen, a x cos. b — cos. @ x sen. b
cos. (a+b) =cos.a x cos. b —sen. a x sen. b
cos. (@ —b) =cos.a X cos. b+ sen. a xsen. b
hago a +b=3s, a—=b=d; y el arco mayor a =
(s+d)y el arco menor b =% (s—d).
Sumando y restando Jas dos primeras y ‘luezo
las dos segundas, y sustituyendo scra
sen. s 4 sen. d = 2sen. (54 d ) x cos. -;-$ § - d;
sen. s — sen. d = 2cos. ,",§ s+d) xsen 5(s—d
€os. 5 4 cos. d = 2¢0s. I s+ d ) xcos. 5(s—d)
cos. d— cos, s = 2sen, 5( s+d ) x sen. iH(s—d)
dividiendo estas formulas, cada una pcr las que

Bl

sen. ;
~oo.» tangente, se

le siguen, y poniendo. en lugar de -

tendrin las relaciones pedidas.
sen. spsen.d tang %(.{_;.!l) sen. s-sen. d

= tang. (s ~d)

sen. s-sen. d T 1 o8008 "

) tang, 5 (s-d) cos. scos. d
sen. spsen. d sen. s-sen d 1
P S ——— —

€0s. s |.cos, d = tsg. %("I‘(D cos, d-cos. s T %K‘ )
3 -

sem. sysen d 1 cos. s pros. d 1
o
€0s. d-Cus. §

lahg: %(5"’) o d-w,a' 4 _tang %(s-’ d) x tang. 'i'('s-tl)

Construccion de las tablas de senos y cosenos.

————— N —e

_104. Siendo el radio del circulo 1, sen. 30¢
= 3. Conocido el seno de 302 se pnede conocer el
de su mitad, el de su 4. parte, 82 16.* &a. hasta
llegar & un arco tan pequeio, que su longitud, calcula-

20
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da como se ha ensefiado en geometria, s& confunda

con su seno en las notas décimales de la aproximacion,
Despues se halla el seno de 107, parctiendo’ el del

arco hallado por las veces que contenga 4 10’ pues

en los arcos inferiores al hallado los sciios son pro=

porcionales con los mismos arcos.

Ahora, siendo sen. (a+b) =sen axcos. b cos.

axsen by sen, (a@-—0b ) =sen a X cos. b — cos.
a x sen. b, sumando -estas dos férmulas, serd sen.
(_(l +b) vsen. (@ =—=1b ) = 2sen. @ x cos. b. Ha-
<iendo @ = mb, sera sen. b (my 1 )+sen b (m —
1) =asen. mb x cos. b: luego sen. (ma1 ) b=
2 cos. b x sen. mb — sen. b ( m — 1 ). Couociendo,
pues, los senos de dos arcos sucesivos b ( n—1 )
y mb, se podri conocer ¢l seno de b (ma1),
multiplicando el seno del. anteripr por ucos. b y
restando ¢l seno del anterior.
Igualmente, siendo cos. (‘a 40 ) = cos. a x cos. b
—sen. @ X sen. b, y 005, (@ —b ) =cos a X cos.
b+ sen. a x sen. b, sumando sera cos. (@4 b )+ cos.
(a—=4&)= 2e0s.- @ x cos. b: haciendo @ = mb,
serd cos. b (myp1 ) —cos. b(m—1)=2cos. mb
X cos. b, y cos.b(mav)=2cos mbxcos b—
cos. b ( m—~1), formula que manifiesta para los
cosenos la ley misma que para los senos.
Haciendo, pues, b = 10” y conociendo su coseno,
como tenemos sen, 0°=—=o, cos. 0 =1, y sen. 1’
y cos 17, se podrin tener por las formulas anterio=-
res los senos y cosenos de 27, de 3"... hasta 45°.
En los arcos mayores que 45° el seno de un arco
es ignal al coseno del complemento: 'asi bastard en

Jas tablas encabezar en la parte inferior el comple-

mento del arco que bay en la parte superior, y
Uamar seno al que es cosemo para el arco superiog
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y coseno al' qne es seno. Para hallar las tangentes

y cotangentes han servido las férmulas tapg a=

sen. a t shos 4375 5 ¢ .idos 1
e y .CO ang. a = st onocido ya 0SS senos y

cosenos,

Los arcos mayores que Go° no estin en las ta-
blas: porque sus lineas trigonométricas con las mis=
mas ‘ques las de sus suplementosy y siendo  estos
menores (ue 92° , estin en las tablas,

‘Los tablas no eontienen los valores de las lineag
trigonométricas, sino sus logaritmos, porque estos son
los que se emplean en el cilcalo.

ro5. Cuando el arco no esta en las tablas (‘come
s se pidiese” Log. sen. ( 32° 40" 37, 24) ) se "bus-
cari el arco préximo menor qae ‘se halla en las
‘tablas Log. sen. ( 320 40" ) = ¢ 7321932, Multipli-
quese la diferencia que dan las tablas entre este
seno y el siguiente ( 328') por la cantidad del arco,
que nho se halla en las tablas (3", 24 )» y resulta
1063; que partido por 10, porque las tablas pro-
ceden de 10 en 10 segundos, di 106, cantidad que
atadida- alvdeno hallado dari el que se' pide, y es
Log. sen. ( 32° 40"3°, 24 ) = 9,7322038.
~ Si la linea buscada es coseno 6 cotanpente, de=-
bera ser snstractiva dicha.cantidad: porgue aumen-
tando el arco, disminuyen coseno y corangente.

Si dala una litea, que no se halla en Jas tablas
((como el seno ,7322033 ), se pide el arco q
le corresponde, tomo su pr(‘)meo-"menor 9,7321932,
ouyo arco es:32? 4o’. La diferencia 166 entre los-
dos mulriplicada ‘por 10 partola por- la diferencia-
‘delas (Gabbas: 3281 ‘y sbldrin los segundos 'y décie
males. de segundo, que deberda’ agregarse- al arde.
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hallado «i Ta linea es seno 6 tangente; & restarse
si es coseno O cotangente, Ll arco Pcdldo es de 32°

40" 3", a3,

Resolucion’ de los tridngulos rectdngulos.

106. En la resolucion de un tridngulo rectin=
gulo, 6 se din dos lados, ademas del angulo recto,
60 se dan un lado y un angule.

Caso.  1° Cuando se ddan dos lados, 6 son los
dos catetos, ¢ la hipotenusa y un cateto,

Si se d:n los dos catetos, scan A, B, C los tres

dngulos del triingulo, siendo A el angulo recto, y
a, b c los tres lados res spectivamente opuestos: y
scan los datos b -y «c.

La hipotenusa a se determina por la ecuacion @ =

v(vsc)
El ingulo B, por ser ‘tang. B ==, y el angulo

<

AC = go° — B.
Si se da la hipotenusa a y el cateto b, el ca-

teto ¢ se determina por la ecuacion c:v(a
—#)=v(asd)(a=1).
EL 4dngule B, por ser een. B-";'.-E: y el angulo

C por ser C = go° —~B.

'

Csso. . 2.° Cuando se . dd. un angulo, se da el

otro, por ser su complemento. Si el lado conocido
-es Ja hipotenusa ‘@, el lido b =a. sen. . B, y el
lado ¢ =a. sen, R o ,
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8 el lado conocido es un catefo 5, serd a=

f

- C"'—'-L Estas formulas se resuelyen por
sen. 42 y ""tang.B‘ - .

logaritmos, como se vé en el egemplo siguiente:

Sea dada la hipote- \
nusa @= 400 v*y el . 550 = 2,74036 27

e —— -y
cateto = 150. El ca= L. 250 = 2,39794°° _

teto ¢ = 4/{ 4co03 150 ) —-5..! 3330 27
(‘400 = 150) = y7550. 2,5691513 = L.c.
a50. Sumo, pues, los lo- e= 370,81

garitmos de 550 y 250, .
saco la mitad de su suma, y tengo el logaritmo dec.

Sen. B :-'zs—:- Adado al . - L. 150 = 2,1760913
C L. =S

Togaritmo de 150 el com- L 4;0 __-7_—27_9‘;'()%

plemento logaritmico de 400 ™ —_— 19,074 088

y tengo el logaritmo sen. B. Buscado en las tablas,

dara el angulo B = 22° 1L -26

El ingulo C= go° — B =68° 89° 59’ 60’ = go*
é 20° 22 1 20°= B
67° 58" 40 = G

Analogias de los tridngulos oblicudngulos.

. e———

107. v& En todo uidngulo oblicudngulo los
Yados son proporcionales d los senos de los dngu-
dos opuestos.

Dem. Sea el triangulo ABC. Desde el vértice B
bajo la perpendicular BO sobre AC, y queda divi-
dido en dos tridngulos rectingulos. En el tridngulo
ABO, el cateto BO = AB x sen. A, y en el triin-
gulo BOC, el cateto BO = BC x sen. C: luego AB
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X sen. A= BC x ten. C, y como de dos prodictos-

. : , AB
iguales se puede formar una proporcion, sera =

BC
S luego &a.

153  Si la perpendicular cayese fuera, siempre en ek
triagngulo BAO- seria BO = BA x sen. BAO, 6=
BA x sen. A, por ser A suplemento de BAO y te=
ner el mismo seno un dugulo que otro, y asi sieme
pre seria la misma la demostracion, '

2.4 En todo tridangulo el cuadrado de un lado -
es igual d la suma de los cuadrades de los otros
dos lados menos ¢l duplo del producto de ellos
multiplicado por el coseno del dngulo comprendido,

Dem. Esta demostrado, que bajando la perpen-
dicular BO, el cuadrado del lado BC, opuesto &-
un dogulo agudo A,es = 4 la suma de cuadrados
de los otros dos lados menos dos veces el lade -

AC multiplicado por el segmento- AO: sea,. pues,

” 2 2 ' .
BC =a, AB=c, AC=14: serh a =b 4 ¢c ~2bx-
AO: pero en el trifngnlo rectingulo ABO, el ca--
teto. AO = AB.x cos. A =c xcos. A: luego susti=

tayendo. serd: a =b 3¢ —~abexcos. A: luego &a,
Es. verdad: que- st el angulo. A es obtuso, el tercer-
HErming, es. Posttivos: pero. como’ enténces cos.- A es.
negntivo, % hace- dichos término. pesitivo, la fore
wlas os. general, para. todos. los- casos. o)

108: " 3ine B todo- tridngulo- el producto de dos
dados. es. qb’ praducto. de- las. diferencias. de cada -
dado, a la- semisuma de- los. tresy eomo el cuadrade .
dei radio al cuadradoy deli seno.'de l@ mitad 'del.

wangulo’ comprendido.” ' = Ul 010 i olug:
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Dem. Siendo @ =b's¢" —~abe. coe. A, serk

b‘,. 2_ 2
abe. cos. A=b"4¢" = a‘l" y- cos. A = e R

abe .

f

1-cos, A

Ja férmula sen. A = v

» que elevada al cua-
1-cos A

a2
drado es ‘'sen’. JA = —=—, pongo por cos. A su
b',‘_r:‘,-rl
o —
‘ j 2 1 - . abe b SLC-,i,—r',_!.ﬂ,
valor, y es sen. 1A = = = e
48 a’~ (b eabeyc®) . a>L (bec)? =(a+b-c_\nz_b,,.c)
4bc 3 4be 4be
: S FR
L Gardi-de) Ga-Popde)  Faadbikee) (Griibtiet)
“y— be be -

Tago Las Lb+ fc= p, semiperimetro del triangulo:
. = -b .
'serd sen’. A r:.c—’-c—)bci-l, de donde dc: (p ~c)

{p=b)z 31: sen’. LA: luego &a.

4. £a todo tridngulo la suma de dos lados
‘es ‘d su diferencia como la tangente de la semi=
suma de los dngulos ‘opuestos es ¢ la tangente
de su semudiferencia.

Dem. Sean A, B, C los 4ngnlos y a, &, cles
Jados respectivamente opuestos, Siendo los lados co-

« 4 ’ a
o los senos de los &ngulos opuestos, sera 5 =

| s
‘sen. A . ‘ot Wl pac atb sen. Atsen. B
M o Compomendo b dividiende es ab ™ “sen. A-sen.B *

sen. Atsen. B tang %( AiB )

seu. A-sen. B o hn‘. %(A") i

s 1 -
g 5AD) & . 5

pero hemos demostrado que

ath __ tang. i( A1B)
duego — = ————
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Resolucion. de los tridngulos oblicudngulos.

e

109. En estos, 6 se ddn los tres lados, 6 dos
dngulos y un lado, 6 dos lados y un dngulo.

Caso 1.° Si se din los tres lados, se suman
y al semiperimetro se le llama p; y se resuelven

las féormulas sen. %A::V(—’f)b:'tb—), sen. 3B =
(o) (o) e, 3C = {EOE=S

Egemplo. Sea L. 260 = 2.4149733
a — Goo varas, L. 340 = 2,5314789
b — 400, c=C' L. 4e0 = 7,3979400
320+ p = 660. G L. 320 = 7.4948500

sen. 1A = o/ e e et
3 joxabo l9’83924?‘?‘ : ;
foor3io 1RO 99196211 = L. sen. JA

pues los logarit=
mos de 340 y 260 con los complementos ]'ogaritmi~
co de 400 Yy 320, Saco la mitad de la suma y
tengo log. sen. 3A: de donde A = 56° ra‘ 207§
y A= 112° 24 A0 1551
~ Haciendo un cal- L. 340 = 2,5314789
culosemejante para L. 60 =1,7781512

el L 600 = 7,2218483
scn. IB =V goor3:0°Cle L. 320 = 7.4948500

resulta 1B = 19°
3 73 B = 38° 190263289 '
a 9,5131644 = sen. §B.

2’ 50" i
Un caleulo se= L. 60= 1,7781512
mejante parasem, L. 260 = 2,§149733
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: - 6oxabo  C.to L. 600 = 77.2218488
20 = Y Goargee? Clo L. 400 = i7,3979400
di IC—14° 46’
14"y C= 29°
32°.28" , :

Comprobacion; A+ B+ C = 180° sin error sen-
sible (pues es 2)

Caso.  2.° Cuando se dén dos angulos, se da el
tercero: pues s lo que falta 4 la- suma de los
otros dos para componer 180°. :

“18.8 |’.2(7)| 33 -
9.4064566 = L. sem. C.

. sen. A sen. B 5
Sea a el lado: siendo ~—— = =——, serd b=

a. sen. B e sen. A ___ sen. G g __.a. sen. (‘ L
._—E«.u. x y sienao % Sy —""c o BCTAr C == sdh. AT a

aplicacion del cileulo logaritmico es facil-en este caso.

Caso. 3° Cuando se dan dos lades, ¢ se da
el angulo comprendido entre cllos, 6 el angulo
opuesto 4 uno de ellos, . ’

Si se da el dngulo comprendido entre los dos
lados conocidos, sean @ y & los lados conocidos,
y C el.angulo comprendido. Restando C de 180°,
tendré el valor de .A 4 B: sacando la mitad, tendré
el walor de % (A4 B). Formo déspues la propor=
agh _ wng-F(A4B)
¥ 2 ‘_ta_;g. —,%(A-B)
tang. L(A —B). Conocida la semisuma y semidiferencia
de los dngulos. A y B, el mayor de ellos ( que
sera_el que se oponga al mayor lado ), serd igual
a4 la eemisuma mas la semidiferencia; y el menor
serd — 4 la semisuma menos la semidiferencia.

3

cion ,y determino el 4° término

El lado ¢ se determina por la prOporcion‘:f;'-A

sen. C ' a. sen. C
&= ——, de donde c=Tma ax

SO0 ITID




(162)

Egemplo. Sea a = 420 varas, b= 630, C=
54 32’ 50 serd A+ B = 1250 27° 107,y 3(A +B)
— sy suadl 1050 tang. 62243°35”
= 62° 43°35". La proporcion es —— — e

al 1ng: £(A-B)

Samo pues L. 210 y L.tang. 62° 43" 35" con el com-
plemaato logaritmico de 1050: tendré el log tang,
5(A—=B), y serdi J{ A — B) =210 12 10”. El
angulo mayor B = 83° 55’ 45", el menor A = 41°
g1/ 43 %

Log. tang. (62° 4330 ) = 0,2876988
258 por 54

L.tang, ( 62° 43°35” ) = 0,2877246
L. 2t = 13222193

Co L. 105 = 79783107

9,5887546 = L.t* £(A-D).

Para determinar
el lado ¢ por la f6r-

L. 420 = 2,6232493
«. sen. C L. sen.C = 9.9109411

i 10 —_
mula -, samo C.** L. sen. A = 0,178,332

1. 420 con L. sen.
54° 32 50" y con
el complemento logarftmico de sen. A, y tengo el
logaritmo de c: luego ¢ = 516, 08 varas.

12,7127286 = L. c.

L. sen, ( 41°31° 207 ) = 9,8214549
-

por los 5 ..... 119
L. sen. (41° 31 25" ) = 9,8214668

(] » > v
110. Ultimamente, si se din dos lados y el dn=
gulo opuesto a uno de ellos, pueden ocugrir mus
chos casos, .
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1o Dados AB y BC y el dngulo A, st el la:
do opuesto al dngnlo conocido es mayor que AB.
opuesto al dngulo- C mcognito, el angnlo €. debe=’
ra ser agudo: y se determinara por la praporcion

RO AR Y i
. A —— fen. G° El dngulo B=18c°—=A —~C: y

. - en
el lado CA se determina ‘por la proporcion 5
sen B.
=R'PAG

. di -
22 Si el ladlo BC opuesto al 4ngulo dado es
ignal a4 la perpendicular - bajada desde B sobre AC,
6 = AB. sen. A, el dngulo C serasrecto. En efec-
[ AB ~
T e pom'cndg por
AD
Ten, G

to en la proporcion
BC, su valor AB. sen. A, se tendra: AB =

sen. C=1: luego C = go°.. ‘
3.° Si el lado opuesto al angulo conocido A es
menor ue la perpendicular bajada desde B sobre
AC, no podra formarse triingulo: en efecto, en la
BC AR .. G :
en. A - sen. G pongo por BC, AB. sen.‘ A
— D, siendo D el exceso de la perpendicular sobre

BC, sera AB — .;I,—.- = :A;B—C,y sen. C — omd

formula \

' sea. A

Yiste quebrado es mayor qne 1, por ser el nu-

merador  mayor que el denominador:. luego sen,

C > 1: pero ningun senoes mayor que el radios

Inego es imposible formar triangulo, cuando el lado
BC es menor que la perpendicular.

4.° Si el lado opuesto al dngulo A es mayor

que la perpendicular, pero menor que el”lado AR,

159
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- Jos datos convendrin al triangulo ABC, en queC

es .obtuso, y al triingule 'ABC’, en que el angulo
C*'es agndo: el problema tendri dos soluciones;:
y sera necesario saber si el angalo, opuesto al otro
lado. conocido, es agudo 6 es obtuso, para saber
en que tridngulo debe hacerse el calculo. Si C es
agudo, se tom;ar;'; el arco que dén las tablis cuan-
do se busca ‘en ellas el valor de sen. C. Si es
obtuso, se tomari el suplemento del arco que
dcu §as tab]as._

"N

Ifroblemas de Geodesia.

et E A TITY Sl e

111, 1°* Medir una' altura acccszblc por su
estremo- inferior. o

Sea la altura CD: mlrlo la, base D‘\T — b. Puesto
el grafémeiro en M, nndo el angnlo E, estando
hOl‘lZOHt.ll la alidada fija, y mirando por la movil
el estremo, C de la altura. En el tridngulo rec-
thngulo CEB, sera CB = BE x tang. E = b tang. E;
anacl,ncndo a CB: la altura BD = a del instrumento,
seri la altura CD = b. tang. I:-l-a :

‘4% ‘Meédir una distancia inaccesible por un estremo

Sea la distancia AB, y el estremo accesible A.
Mndo la base AC —'b y el angulo A: y hago 15

AB b. sen. C

pqqpormon S B , de donde AB = ——55 RIG) -

1132 ' Medir una altura maccestble por' su ‘estre<

mo inferior.
“Sea la altura CD. En el terreno, que tengo a
mi disposicion, mido la base AH=10, y los 4n-

gulos A y H;..en él,Afriéng.ulo AHC busco el lade
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AC por la proporcion w‘:—c};:;—c':—"t, de donde AC

AH x sen H E ;
= —————= Poniendo este valor por 5 en la for=
sen. (ALH)
mula anterior perteneciente al caso en que el es-

» . . s b.sen. H.tanz E
tremo inferior es accesible, sera CD = e (Kil) 19
(At

4.° Reducir dngulos o6 distancias, observadas ern
planos inclinados, al horizonle.
~Sea conocido el triangulo ABC ohservado en al- 164
tara, por estar la sefial B elevada sobre el hori-
zonte, Tiro la horizontal AB’: Se pide reducir el
triangulo ACB 4 su proyeccion horizontal ACB’.
Medido el 4ngulo BAB’ y conocida la AB, en el
tridngalo ‘reetingnlo ABB’ determino AB/,, BB. En
el triingulo BCB’, conocidas BC y BB, busco la
GB. Eu el tridngulo horizontal ACB’ conezco ya
los tres lados, y podré conocer los tres angulos.
Este tridingulo me hari conocer el punto B’, pro-
yeccion de B.

3.° Reducir al horizonte una 'longitud medida
en un plano inclinado.

Sea la longitud AB = L. Para determinar su pro- 16e
yeccion AC sobre el horizonte, en el triangulo rec-
tingulo ABC es AC = L. cos. A: la diferencia
entre la hipotenusa L y el lado AC es L — L,

cos. A—=1L (1 —cos.A): pero 1 ==cos, A =
sen’. £A: luego la diferencia entre L y su pro-

yeccion es aL. sen.”. ZA.
6.° Medir una  distancia. inaccesible en todos
sus puntos, .. . ‘
Sea la distancia AB, Mido la base CD en el 166



167

{166)"

terrenon, de que puedo dispo)ner; mido "tambien los
tres 4angulos en C y los tres éngulos en D. En
el triingulo ACD, conocidos CD, ACD, ADC,
determino AC. -

En ¢l triangulo BCD, conocidos CD, BCD,
BDC, determino CB.

En fin, en el trifngulo ACB, conocidos AC, CB
y el angulo comprendido ACB, determino la AB.

112. 7.° Dado un tridngwlo , determinar un
punto. fuera de ¢!, conocidos los dngulos que deber
formar las rectas tiradas desde dicho punto d los
wvértices del triangulo.

Conocido el tridngulo ABC, y los 4dngulos z y
z, determinar Ja posicion del punto D. Llamo a,
b, ¢ los lados del tridngule: y los ingulos desco-
nocidos ABD = vy, ACD — u.

: ol DA AB :
o —— it
t En el tridngulo ACD, == = == de donde
c.sen.y o ' DA
DA = sen. z 7 e el “wnSUlo ABD, Tenu —
AC __ b.sen.n
e de donde: DA = -, . Igualando valores
sen. 3 en z
c.sen.y __ b.semu sen.y b osen.
€8 Teom. mo T SED.E ] ]uego sen. w T o sen.z” Sea 2
b. sen. z

un Angulo cuya tangente sea , de modo que

iy egpimte
€. s5en. 2
b sen’'x

4 fen. v
tang. =g A1 98T tang. l__m. Iuego 14

sen. Y sen. ui,:_(_n—: l v
tang. 'l = X hieg w(TT | temnu y 1 —tang.l =1

I.plang 0. 1 pren.
tiang 1 sen. u pren. ¥,

cen. ¥ sen u-sen. ¥ lageo
ReliB V. sco. e © 1~tang.do sen. u-sgne ¥

1j.1ang. ) 45

ahora —_L .7 = tang (458 4<1), Y12 e
xr 2 ang, 7(u

posan L A% A 3( 4); Juego tang. (45° + 1) :':i.::i__ﬂ';)’ de don=

tang. 3(u-y) alfy | =¥ an.g. 2(uy

: y 3.4 2a00 gl it m\g..é(’hiv.')x

de tang. L(u=—y)= S

sen. u.ysen’ y
hduiiiuic bl 4

——
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Determino, pues, el angulo anxiliar I ‘por la

. b. sen. » i K
formula tang. I = : como u+y es — 360

Co S€0,. 2

— A — x — z, porque los cuatro dngnlos de un’
cuadrilitero valen 360°, seri conccido. Determino,
pues, « ==y, por la ecuacion tang. F{ u—y )

— 208 3(“+7) Conocida la suma y diferencia de
tang. ( .’.50.|.l)

los angualos w, y, podré determinar estos dos an-

gulos. Si tang. L(u = y) es positivo, el édngulo u

sera el mayor; si negativo, u sera el menor, pors

que entdnces u — ¥y es negativo.

Conocidos los 4angulos u, ¥, se podran deter-
minar. las lineas CD, BD, AD, y por tanto to=-
das las partes de la figura y la posicion del punto D.

Hemos dado en la geometria elementar la solu-
cion grifica de este problema.

113.  3.° Determinar el area de un tridngulo,
dados dos lados vy el dngulo comprendido.

Sean dados AB, AC y el angulo A: la arca del 159
triingu'o es ZAC x BD: pero en el tridngulo rec-
tingulo ABD, es BD — BA. sen. A: luego la area
del triangulo es ZAC x AB x sen. A.

De aqui se infiere, que dos tridngulos que ten=-
gan un dngulo igual, tienen sus areas propor-
cionales 4 los productos de los lados que com-
prenden el angulo igual: porque sean A y B los
lados que comprenden el ingulo C en un tridn-
gulo, y M, N los que comprenden el dngulo que
Ie es ignal en el otro: sera la area del 1° 1A x
B. sen. C, y la del 2° M x N x sen. C: estas dos
areas, suprimiendo el factor comun Zsen. C, estan

entre si como AXB: Mx N: luego &a,
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9.2 Determinar el arca de un tridngulo, da=

dos un lado y los dngulos.

Sea AC el lado conocido. Hemos demostrado
que el area del tridngulo ABC es $AB x AC x sen.

AB sen. C
A. Ahora como ¢ = i de donde AB =
AC sen. C a2 sen. A xsen. C
i i nei e A I ol i ~4a7
—-p > serd el area ZAC x T

100 Determinar ¢l area de un tridngulo, da-
dos los tres lades.

Llamo a, &, c¢ los lados del triangulo. Bajando
la perpendicular BD, sera el cuadrado de BC =
4 la suma de cuadrados de los otros dos lados,
menos dos veces €l producto de la base AC por

5 2Ll o8 %
¢l segmento AD, que llamo x; sera a =b ¢
b,_‘.ﬂa-a’

ab
En el tridngulo rectangulo BAQ, BQ’:AB’—'

— obx; luego ¥ =

- 2 2 2
AQ’, y llamando 2 BQ, 5,861k .2 —C = X, Y

. 2 2 (br"c’-a’ )
poniendo por x, su valor ¢ —m¢ = —F——— =
2 2 a}ue1id 3 4b
4b7c’- (b qe-a” ) .
ge 2 - Despejando. de quebrados y des=

b,
piend * miemb s fact b* 2
compontendo el 2° miembro en sus factores, 40 =

= (2bc+b’+c’—- a’) (2bc-—-b’-—*c’+a'). El 1.¢

factor es ( byc) —aiel 2l a’ — (b —abc+ - 3

6 a — (b—~c )’. Dcscomponiéndolos en factores, €8

46" = (bs o+ a) (hyc—a)(ax b—c) (a—

ij c) Iaciendo ¢l perimetro @ by €= 2P, serd
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bre~a=bicsra—ca=—=opmosa: arbhme =
aybic—=20=2p~2c: a mbyc=ar+byc—

2h = ap = 2b: y serd 402" = 2p (2p —2a) (2p
~ 25 ) (2p = 2c). Partiendo ambos miembros por

2! 6 16, es .';b":azp(p—-a)(p—-b)(p—-c):

estrayendo raiz cuadrada es thz =y p(p—a)
(p=20)(p=c): pero £bz == LAC x BQ es la su=-
perficie del triangulo, que llamo S: luego S = yvp
(p=a)(p—=0b)(p—c): es decir, ¢l area de un
triangulo es la raiz cuadrada del semiperimetro mul-
tiplicado por las tres diferencias’ que resultan res-
tando cada lado del semiperimetro.

114 11° Hallar el radio del circulo circuns=
cripto d un tridnqulo. /

Sea ABC el triangnlo: sea AB = ¢, BC = a, AC
= &, OC, radio del circulo circanseripto, = R. Tiro
OH, perpendicular 4 AC, y AR perpendicular a
BC. Los triangulos OHC, BAR son semejantes , por
rectangulos, y por tener el dngulo en B = al ane
gulo en O; pues ambos ticnen por medida la mitad

del arco AC. Luego sus lados son proporcionales,

AB 0C 0 R z
Y Aax = 1o 0 aw =:r_:, de donde R :%l;‘g —
2
be 1S 8 g
;l’ﬁ" Maltiplicando ambos términos por BC=a, se

abe

4 R= sk Fero AR x a es doble de la area

. b

del triangnlo, que llamo S; luego R :-"T:—, es de-
cir, el radio del circulo circunscripto 4 un triin-
gilo es igual al producto de sus tres lados par-
tido por el cuidruplo de su area,

. Comparando la espresion del area, que se acabs
: as

168

e
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de hallar con la del problema 89, que es S =

a a
Jbe. sen. A, resulta R = s, 6 sen. A =—, ee

decir, €l seno de nn angulo de un tridngulo vie=
ne 4 ser la relacion del lado opuesto al diametro
del circulo circunscripto.

12° Hallar el radio de un ¢irculo inscripto en
un tridngulo,

269 Sea ABC el tridngulo: llamo 4 sus tres lados

170

A donde &' = ;o

a, b, ¢: el radio Ox del circulo inscripto sea =
x. Tiro OA, OB, OC: serd la area ABC del tridn-
gule = AOB +BOC + AOC. Sea S laarea del trian-
gulo ABC. Como los tres tridngulos parciales tie=
nen la misma altura x, -sus areas seran tazx,
$bx, Jex: luego S = %ax + £bx + fcx: despejando
de quebrados es 28 = ax - bx+-0r: Juego & =

S S . A P
S 5. es decir, ¢l radio del circule
aibpe 2p r
inseripto en un tridngulo es = 4 su areca dividida
por su semiperimetro.

r15. 13.° Dividir un tridngulo en dos partes,

que estén en una razom dada, por medio' de una

recta paralela 4 una recta dada.
Sea la razon dada =, ABC el triangulo dado,

ap la recta dada, AB=c, APQ el tridngnlo que
se busca, y AP = x; como por la hipotesi el an-

gulo Q=¢, Yy P=p, el trilngulo AP = i

sen. A xsen.p | » ey a2 sen A-_x sen. B :

—_:en—-q——’ el tnangulo ABC = B i U 1o la
. , g2 sen.Axsen.p _ m 2 sen. A xsen.B

ecuacion sera ;x . —__—Sen. 7 = . —"‘——"‘“n. C 'y

m sen. B sen.q 2

¢» de donde esta

min' sen. e’ wh.og
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cen. C sen. B
proporcion (m+n) U0 m o
yo* dos primeros términos son los lados  opuestos
4 los dngulos C y B en tridngnlos, en que my n
m scan los lados opuestos 4 los dngulos ¢ y p.
Prolongo, pues, la recta gp basta -encontrarse coa

la CB prolongada. Tome ED: EC:: m: m+n,
tiro OF paralcla A AB: serd Eq: E"' (7 n)

a 8.7
C: ¥ , Clue

%
sen O sen. B

==t liego ‘Fg: Fp:: AB': AP, cuyo

4.° término se halla, formando <obre Tg+EF un
semicirculo, tirando las dos caerdas al estremo del
diimeiro, cuyos cuadrados estin en larazon de Fga
EF, y buscando una 4.2 proporcional a estas dos
cuerdasy a AB; esta coarta pmporc?onal serd AP.

Seun. ll

Si el éngulo p es recto, sen. p = 1, sen. ¢ = cos,

’ " a m séen. B xecos A
A, y la formula sera a” =—- —

eIy, 2 Ny
Y38 1 m+"' sea. G P A o
sen. B b
e TR % —'LTZC"S' A. be. Pero b

cos. A= AR, tirando CR perpendicular & AB: lue- -

% m o
go % = o, X AR. Buscando, . pues, una- media -

proporcional entre AR} y —- e di el valor de z

142> Dividir: un» trigngulo en dos partes, que
tengan- una~ razon dadie por medio de una recta
urmlrz desde el vértice.

Para: esto divido la base en la razon dada,
tiro una recta desde el vértice al punto de divi=
sion. Los dos triangulos parua!es que resulten, que
“tendran una misma altura, seran como sus ba:eec
®¢ decir, en la razon dada,

A
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L L (.'72
15.° Dividir un tridngulo en dos partes, que
estén entre si en una razon dada, con una recta
paralela @ la base.
Sea el tridngulo dado ABC, y la razon = Sea

n

el lado AB=uga, sca QR Ia paralela pedida, Sea

A
- A R »
= &: del L AQR_ m i £
AQ Q;: ebiendo sex qics = componiendo se
£ A w 5 m )
. ZB-C— m.l.n o= Ta haCLendo m - — Pero

los triingulos semcjantes son como los cuadrados

A R ¢ ] 2 2
o ann lacine i duero o s ek METEYY a1 luego =
;J ABC fB, a‘.l a!
m ma i
= 7, ¥ = %4y —— quese construye buscando una

ma

media proporcional entrec @ § —.

Pero es mas elegante la construccion siguiente:
tomo 4 continuacion una de otra dos partes CO,
OH que estén en la razon de m a & Sobre el
didmetro CH describo un semicirculo. Levanto en
O la OR, perpendicular al didmetro y tiro las
cuerdas RC, RH 4 los estremos del diidmetro. So=
bre RI tomo RP =a, y tiro PD paralela al dia-

metro CH: RD es el valor de . Porque siendo

los cuadrados de las cuerdas tiradas a los estremos
del didmetro proporcionales a los segmentos del

iy s R CO m
didmetro, serd = = G = 7 pero por ser DP

CR? RD? rD?
CH oparalelas, serda —— — : lueco —=
P 1 RH? RP? 2 Rp

y

m .

~: comparando esta. ecuacion con la del proble=-
2

wa = 7 ge vé, que siecndo RP = @, serd RD'= s

—
al
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116. 162 Dividir un tridngulo en dos partes
que estén en una razon dada con una recta li=
rada por un punto dado,

Sea el triangnlo ABC: el punto dado D: tiro
por ¢l DI paralela & AC y deben ser conocidas
Jas DI=f, Al =d. Sea AC= b, AB=c. Sea DF

2 2 =
la recta pedida y AF =2 Los trihngulos ABC,
AFE, que tienen un dangulo ignal A, son como
los productos de los lados gue lo comprenden:

AFE __ AT xAE

luego —5c = igrac: pero dichos tridngulos deben

m g m . AFxAE __ m
estar en la razon o=, 6 7:.luego o= %

es la ecuacton. La AE se determina por los trian-

; AR AR,
alos semejantes FAE, FID, donde — = —, 4
8 3 D 1k

ol g

i A AE :—f-x—. Sustituyendo en la ecua-
f Y ;,i.«l y

2
et 1 i oW fc — ZI- ’ ? =
cioii valores analiticos es Gk =7 6 ftx =
bem (x4 d), donde x tiene dos valores, uno po-
sitivo y otro mnegativo. Este segundo valor se in-
terpreta tomando el punto F sobre A y cortando
la DF las prolongaciones de AC, AB, con las cua-

les formara un tridngulo, que estard con el dado

m
en la razon 7.

Si el punto dado esti dentro del angulo A, co-
mo en DY, enténces todas las lineas son directas,
excepto la Al: porque esti en el caso anterior
sc suma con AB para tener la BI, y ahora es
necesario restarla de AB, para tener la BI‘{ Ha-

go, pues, indirecta la d y sera fix' = bem (Z =
<) la ecuacion de este caso,




g .

Si el punto dado eSté 72:1 D”, faera-del Angu=.
lo y debajo de la AC, enténces no solo es imdi-
recta la d, sino tambien la DI: pues antes era.
necesario restarla de AC para tener lo que vale .
la parte de esta linea comprendida entre D y la.
paralela a AB que pasa por C; y ahora es pre.
ciso anadir DI” 4 la misma AC para tener ‘di-
cha distancia D“I": mudo, pues, el signo de fy de-

d, y la ecuacion serd para este caso = ftxB —
bem (%= d ), 6 variando los signos de ambos miem~

bros, fta’ = bem (d— x ).

Es muy elegante la siguiente solucion grifica de -
este problema.

Sea S la area del tridngulo: el problema se
reduce & tirar por el punto D una recta, que
forme con los lados AB, AC un triangnlo, cuya

m
area sea ; S.

374

Describase el paralelogramo E'EAe, cuya area sea -
Ja dada, tirando por D una paralela 4 uno de los .
lados. del triangule, por, egemplo 4, AB; tomando,

ed =y E'D} ~ ED? )».seri Dd. {a recta, que se pide,
Den., Sean, f U las. intersecciones de, Ja recta

pedida.\ con E'e ». €A'; serin; semejantes.. los. triingue

los. EFD; BfD, efd, 7. homdlogos en,.ellos los, lados;

ED, E'D', ed: luego. povser ed’ = E'D" = ED? sen..
14 ‘efd = EfD — EFD, lo.que. manifiesta,. gque- el;
triangulo. AdF © es . equivalente al: paralelogramo,
cuando el punto D esta fuera. del angulo; y EfD,
= efd +EFD, que manifiesta la misma equivalencia,
“cuando el punto D esta dentro del angulo,.
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" Si el paralelogramo se hubiera formado haciends
‘paralelo 4 AC el lado, que pasa por D, hubicra
‘resultado la segunda solucion del problema, que
en el caso de estar el punto D fuera del 4ngulo
se hubiera verificado en el dngulo verticaimente
‘opuesto al dado.

170 Dividir wn  tridngulo en ‘enantas partes
‘tguales se quiera con rectas tiradas desde un pun-
o tomado en wuno de sus lados. { Como toda fi=
gura se puede reducir 2 un triingulo, que pase
uno de eus lados por un punto dado, puede ser-
vir “este problema para dividic unz heredad en
ipartes iguales por medio de ‘senderos, (ue vayan
‘4 parar 4 un pozo 6 cisterna comun, de que se
'sirvan todos los ‘interesados . ‘ .

Seca el tridngulo ABC, y el punto dado T. Divido
‘el lado AC en tantas partes ignales como se quiera
‘dividir el triingulo, por egemplo, en 3. Tiro la
BI, 'y por les puntos de division O, H, paralelas
‘4 Ia BY, OE, HD, y tirando ID, IE, estas divie
‘dirdn el triangulo en tres partes ignales: porque tiran-
‘do BO, BH, ABO, OBH, HBC son terceras partes
«del triangulo. Ahora IDBC = HBC, porque HBI =
HIDI. Tambien IDE = BOH : porque IBE = IBO, IBD
= IBH: restando, IDE = BOH. Tambien IEA = OBA:
porque EOB = EOI: anadiendo OEA, es ABO = AEIL;
Y lo mismo se demostraria, si la division faese en
‘mayor numero de partes,

117. 18° [Hallar el area de un paralelogra-
mo, dados dos lados y el dngulo comprendido.

Sea AB=a, AC=b: la area del tridngulo ABC
€ %ab x sen. A: luego la del paralelogramo, que
es su doble, deberd ser ab x sen. A: el producta
de los dos ladog por ¢l senq del dngulo comprendiday

176
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19.° Dado un rcct(dngulz » construir otro igual,
cuya base sea conocida.

Sean A y B altura y base del 1.0: xy b altura
y base del 2.° Por la condicion serdi AB=0dx y

AB ! ;
a == ——: es decir, la altura del rectingulo que se

busca es una 4 propoercional 4 su base y 4 las

" dos dimensiones del rectingulo dado.

177

20,2 Construir un rectangulo, conocida su arec
» la suma 6 diferencia de sus lados.

1.2 Sea p' el cuadrado igual al rectangulo pedi-
do: @ la suma de sus lados, ¥ y @~ a dichos

lados; ax — x” == p’; esta férmula se construye del
modo siguiente:

Sobre AD = a, construyo un semicirculo: levanto
AL = p perpendicular al didmetro: tiro EG para-
lela al didmetro, y por el punto F, en que corta
la circunferencia, bajo FB perpendicular al diametro:

digo que AB es el valor de x: pues siendo FB*

= AB x BD, sera p’:AB(a—AB): luego AB
—x; BD=a—2x, y AB y BD los lados del rec-
tangulo pedido. El otro valor de x es AC: pues

siendo GC" = AC x CD, tambien se verifica que

p’ = AC (a — AC); luego los lados del rectangu-
lo serin AC y CD, los mismos de la solacion ane
terior, por ser AB =CD.. ' ,

El problema seri imposible si p es” mayor que OT
= a: pues enténces la paralela EA no corta el

a N . . .
circulo: en efecto s = Zak y( §a ~ p),imaginarie
§iop>ja
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20 Sea p’ el cuadrado = al rectangulo, a la di-
ferencia de sus lados, y ¥, & — @ sus lados. La

ecuacion es x ( X —a ) = p’, que se construye asi:
Construyo un circulo, cuyo didmetro sea =a. En
caalquier punto A tiro la tangénte AV=p, y la
secante VN por el centro. El valorde x es VN: por=

que AV =VNx VM, 6 p"=VN (VN—a):lue-
go los lados del rectingulo son VN y VM. El otro

valor de ¥ es negativo y es = VM: pues entdnces

— VN=— VM —a, y tanbien es p’=— VM
X = VN,

21.° Hallar el area de un cuadrildtero, cono-
cido un lado, las perpendiculares bajadas sobre ¢l
desde los vértices opuestos, y los scgmentos que for-
man sobre dicho lado.

Sea AB=a, AE=b, FB=})', DE=h, CF =1,
Ya area del triingulo ADE es 15h. La del triin-

alo GBF es 10°h’. La del trapecio DEFC es %( h
+h')(a—=0b-—5"). Sumando estas areas seri el
cuadrilitero = X(bh + b'h’" + ah 4 ah’ — bh — bh’ —

bh — bl )= X ah ~bhsah’ ~bh' ) = h( a~

¥ )ik (a—b)).

Si una de las perpendiculares cae fuera, se le

pondra & su segmento el signo +.
22" Hallar el areax de un cuadrildtero, dadas

sus diagonales y el dngulo que forman.

Sea OD=a, OC =4, OA=c, OB = d. Como el
area de un triingulo es el semiproducto de dos
lados por el seno del angulo comprendido, tenien-
do todos los angulos en O un mismo seno, sera

la area AOD = %fac. sen. O, AOC = 3bc. sen. O,
a3

178
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COB = 35d. sen. O, DOB = fad. sen. 03 y la su=
ma 6 area del cuadrilitero, sera zsen. O (ac+ be
+bdvad) =%en O(a+bd)(c+d): es decir, el
semiproducto de las diagonales multiplicado por el

“ seno del angulo comprendido,

118. 23° Dada una figura, construir otra se=

mejante d clla, ¥ que esté con clla en una ra-
zon dada.

181 Sea P la figura dada: @ un lado suyo, x sua

homélogo en la figura X que se pide, y -Z‘:Ia ra-

zon que deben tener. Siendo las fignras semejantes

como los cuadrados de sus lados homodlogos, sera
P

l ﬂa m
X =5 luego =5

2 "
a

132  Esta ecuacion se construye, tomando AM y MN

en la razon de m & n, describiendo el semicircu-
lo AON, tirando la perpendicular MO y las cuer=-
das OA, ON, tomando OP = a, y tirando PQ pa-
ralela al didmetro: OQ seri x. Sobre 0Q homdlo=

go de a se podri construir una figura semejante

’ 5 m
4 P, estardA con ella en la razon 7: pues es
AERE D SRy T
R T o T e
24°

Dadas dos figuras, construir otra que sea
semejante d la primera y equivalente d la segunda.
183  Sea X la figura que se busca; si ha de ser se-

mejante & P, siendo las fignras semcjantes como

> , X
los cuadrados de sus lados homdlogos, serd § =
2

a

2
-’—;: y como X = Q, serd -’i‘- = g- Reduzco Q,y P
i cuadrados, y sea Q =M, P =N serd ‘-i; =8
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M‘ o M ! l) a .
- 6 == : busco, pues, una 4.2 proporcio-

nal a N, M y a, esta serd ¢l valor de x. Cons.
truyendo sobre ella una figura semcjanie 4 P, di-
cha figura seri equivalente 4 0O,

25.° Cortar en un cuadrilitero dado un area
dada con una recta, cuya direccion sea tambien dada.

Se pide cortar en el cuadrilitero BCDE un
area determinada con una recta, caya direccion
sea HI.

Prolongando los lados DB, EC hasta que se
encuentren, en el triingulo ITAI son conocidos los
dngulos. En ¢! triingulo BAC son conocidos %os
angulos y el lado BC. Determino, pues, su area;
y anadiéndole la que solicito cortar en el cuadri-
litero, la cuestion se reduce &4 construir un trian-
gulo, equivalente & la suma del triingulo ABC
con el area que se quiere cortar, y semejante al
tritngulo AHI La construccion es la del preble-
ma anterior,

184
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APENDICE

De los pesos y medidas.

——— R

119. Ha parecido a proposito esplicar .despues
de la Geometria las unidades de medida y peso,
mandadas obsegvar en: Espana, porque los princi-

pios geométricos son mnecesarios , para la perfecta

inteligencia de las meaidas de superficie y capa-
cidad. Esplicarémos tambien el sistema décimal, es=
tablecido en Francia, y la relacion de sus unidades
con las antiguas de aquel pais y con las espanolas.
Concluirémos dando una idea de los métodos prac=
ticos, usados vulgarmente para la medicion de
areas y volamenes. :

Medidas espariolas lineares.

— R —

120. La wvara legal del reyno, establecida por
real cédula de 26 de enero de 1801 (1) para
la medida de las lineas, es la vara de Burgos ( 2 ):
se divide en 3 pies, el pie en 12 pulgadas, la
pulgada en 12 lineas, la linea en 12 puntos. Tam-
bien se divide el pie en 16 dedos, y la vara en
4 palmos, y en 2 codos.

Los maltiples de estas medidas son el paso, que
vale 5 pies; el cordel, que vale 5 pasos: la milla,
que vale 1000 pasos; la legna de una hora de

(1) Toserta en la movisima recopilacion lib. IX. ut. IX. ley V.
(2) De esta se valio ¢l Senor Ciscar para sus COMmMPAaraciones ey
s Memoria clemental sobre¢ pesos y medidas,
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camino, que vale 20000 pies: la braza, que vale
o varas, el estadal lineal , establecido por la citada
real cédula para medir las tierras, que vale
4 varas, '
Medidas espariolas de superficie,

e SR ——

121. Vara cuadrada, pie cuadrado, pulgada ena-
drada seri un cuadralo, que tenga por lado una
vara, un pie, una pulgada. Asi la vara cuadrada
tendri g pies cuadrados ; el pie cuadrado 144
pulgadas cuadradas, &a.

Las medidas agrarias de superficie son el esta-
dal cuadrado, que contiene 144 pies cuadrados: la
aranzada, que es un cuadrado de 20 estadales por la-
do, y por tanto contiene 400 estadales cuadrados.
La fanega de tierra es un cuadrado, que tiepe 24
estadales por lado, y por tanto contiene 576 es=
tadales cuadrados. La fanega se divide en 12 ce~
lemines, y el celemin en 4 cuartillos.

Los multiplos de la fanega son la yugada, que
vale 5o fanegas, y la caballeria, que vale 6o fanegas,

Medidas espanolas de volumen.
AL L L Yo

122. Una vara, un pie, una pulgada ctbica,
son cubos, que tienen por lados una vara, un pie,
una pulgada lineal. Asi una vara chbica tiene 23
pies chbicos, y el pic cabico 1728 pulgadas cibicas,
Esjresarémos en estas medidas geométricas las me=
didas espanolas de capacidad.

Para medir los aridos, se usa del cihiz, que
ge divide en 12 fanegas, la fanega en 1a celemines, y

¢ c - | Ia ¢ k&
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¢i celemin se subdivide por mitades sucesivas,que
tienen los nombres de medio celemin, cuartillo, me-
dio cuartillo, ochavo, medio ochavo y ochavillo.

El Sciior Rebollo en las adiciones d su traduc—
cion de la aritmética de Lacroix, supone la media
fanega equivalente & 2220 pulgadas cibicas, lo que
dd a la fanega 4440 pulgadas chbicas.

El Seitor Ciscar en {:1 citada memoria deduce el
valor de la fanega de su comparacion con el Kilo-
litro. Segun ¢él, 18018 fanegas equivalen 4 1000
Kilolitios, 6 4 un millon de litros. El litro es un
cabo, cuyo lado es un decimetro; y el decimetro
equivale 4 4.3067 pulgadas lineares: luego el millon
de litros, 6 18018 fanegas conticnen 79879228

130

pulgadas chbicas, lo que da 4433 —?8—0.—5, 6 en dé=

cimales, 4433,301 pulgadas chbicas por fanega.
La citada real 6rden no espresa la cabida de
la fanega en pulgadas cabicas, pero prescribe las di-
mensiones, que han de tener el celemin, la cuar-
tilla y la media fanega: (3 ), y de ellas resulaa

] celemin contiene 370 e ulgadas cabicas
que ¢ 70 25 Puig >

3 %5 v v
la cuartilla 1110 ¢ la media fanega 2297 35 Y por

A o . 5 1
consiguiente la fanega tendrd 4441 o0 4442 3>

6 4594 57:; 6 en décimales, 4441,078; 4442,343
6 4594,218 pulgadas chbicas.

De estas cinco espresiones de la fanega en pul-

(3) Dehewos advedtir, que el articulo de dicha real orden, en
gue se designan las dumensioues de estas medidas, esta omitido en la
movisima recopilacien:
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galis chbicas, las mas lejanas son la de Ciscar
con la que se deduace de la espresion de. la me-
dia fanega. Las demas presentan errores de muy
poco momento, y originados necesariamente de [a
elificultad de senalar sin inconmensurables las dimen-
siones e un solido tan poco regalar, comoses un
prisma trapezoidal ( figura adoptada para la como=
didad de la medicion en casi todas las medidas
grandes de ‘aridos ), cuando es dado de antemano
el volumen, que debe contener.

Adviértase ademas, que aun cnando el celemin
fuese la 62 parte de melia fanega, medila esta

r 6 cclemines, esperimentavia el grano al entrac
en la medida 6 presiones diferentes, cuando me=
dida con la media fanega no esperimenta mas de
una. Esto disminuye algan tanto el error en ex-
ceso, que leva la ‘medida deé’ la media fanega so-
bre la de 6 celemines; aunqie debemos confesar
que siempre queda dicho error sumamente consi-
derable, pues es de un cubo de 5 pulgadis de
lado, cuanlo menos.

Para medic los liquidos, escepto el aceite, se
usa la cintara, que contiene 1289, 6 pulgadas
chbicas y sus divisiones por mitades sucesivas, que
son media cantara, cuartilla, azambre , media azam-
bre, cnartillo, medio enartillo y copa.

- El maltiplo de la cantara es el moyo, que con=
tiecne 16 cintaras, . :

Para medir el aceite se usan medidas arregladas
al peso, y son la arroba mensural, que equivale &
1004 pulgadas cibicas, y sus divisiones por mi=
tades sucesivas, media arroba, cuarto de arroba,

medio cuarto de arroba, libra, media libra, cuar-
swrngh, panillo . w modisiane ORGP g ™

Ry e
T

T
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- lineal el metro,
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Medidas espanolas de peso.

123. La unidad de peso es la libra, que se di=
vide en 16 onzas, y tambien en mitades sucesi-
vas con los nombres de media libra, cuarteron vy

medio cuarteron.
La onza se divide en 8 dracmas, la dracma en

2 adarmes, el adarme en 3 tomines, el tomin en

Y2 granos.
Los miltiplos son el marco que contiene § on=

zas, 'y la arroba, que tiene 25 libras. El quin=

tal tiene 4 arrobas.
En medicina y farmacia se continia usando de

la libra medicinal, que tiene ¥3 onzas, 6 '.;-de la
1
libra comun. La onza medicinal se divide en 8

dracrfas‘, la dracma en 3 .escrapulos y el escripu-=
lo en 24 granos.

Sistema décimal.

——— T —

Fn este sistema se ha tomado por unidad
diezmillonésima parte de la distan-
cia del pnlu al ecuador, medida en el meridiano
e Paris. Sus divisiones y mltiplos, y los de
fas demas unidades de medida proceden de 10 en
1o, como las clases de la numeracion; antepomend?
al nombre de la unidad las *palabras deci, centi,
mili para las divisiones, y deca, hecto, (u’lo, miri@
para los  maltiplos. Asi el metro se divide en 10«

124.
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decimetros, el decimetro en 10 centimetros, el cen-
timetro en 10 milimetres, El decdmetro tiene 10
metros, el hectémetro ciento, el Kilémetro, mil, y
el miriametro 10000.

" La unidad agraria para la medicion de terrenos es
la area; que es un cuadrado, cuyo lado es un
decimetro. Solo se usan dos miltiplos de ella, la
hectarea, que vale 100 areas, y la miriarea, que
vale 1cooco areas, :

La unidad de volimenes es el litro, 6 un cubo,
cuyo lado es un decimetro. El Kilolitro contiene
1000 litros, y por consigniente equivale & un metro
cabico. El Kilolitro es la unidad qne se emplea
para medir lena, y enténces se le da el nowbre
de estereo. ¢

La unidad de peso es la grama, peso de la
cantidad de aguna destilada, que contiene un cen=
timetro clbico, cuando el termdmertro ceatigrado
senala cerca de cuatro grados sobre el céro. Sa
miltiplo mas usado es el Kilograma, que es el peso
(le un decimetro cabico de agaa en sn mayor
grado de densidad, que es cunando el termémetro
senala la graduacion -ya referida.

Dos son las principales ventajas de este sistema
sobre los demas, La primera, que estando toma-
das sus unidades, no de un patron arbitrario, sino
de la misma naturaleza, anuque se perdicsen todas
las medidas -existentes, seria ficil volverlas & conse
truir, Segunda, que siguicndose en las divisiones
en los miliiplos la progresion décupla de la nu=
meracion vulgar, s¢ escusa en los cilculos de pesos
y medidas el uso de los complejos y de los que=
brados comunes; pues para representar una unidad,
sus multiplos y divisiones, bastard pintar una cap=

24 i3
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tidad décimal, euya virgula esté delante de la nota,
que indica las unidades. Por egemplo 7 decimetros
+ 9 metros & 5 decimetros 4 8 milimetros, se pinta-
ra asi 79™,508,

Este sistema, que hasta ahora solo se ha adop=-
tado en Francia, se ha estendido en aquel reyno
a las monedas y a la division del cuadrante  en
grados. El franco, unidad de moneda, se ha dividido
en 10 décimas, y la décima en 10 céntimas. El
cuadrante se ha dividido en 100 grados, el grado
en 100 minutos, el minuto en 100 segundos, &a.

Medidas antiguas de Francia.

125. La unidad lineal era el pie de rey, divi-
dido en 12 pnlgadas, y cada pulgada en 12 lineas,
Sa mifltiplo era la toesa, que equivalia 4 6 pies,
y la_ pértiga, que tenia 22.

La unidad agraria era el arpent real, que equi-
valia a un coadrado de 10 pértigas por lado. ,

Habia varias unidades de volumen. Para la lena
usaban la cuerda, que contenia 112 pies chbicos.
Para la maderaservia la soliva, que valia 3 piescibicos,
Para los granos, el boissecau, que equivalia & 2,74079
celemines espaiioles, Para los liquidos, la pinta, que
equivalia 4 1,888 cuartillos espanoles, y la pinta

- de aceite 4 1,8948 libras mensurales de Espana.

Las unidades de peso tenian los mismos nombres
que las espanolas; y cada una de ellas equivalia &
2,063928, unidad de peso espaiola de la misma
denominacion.

126, Correspondencia entre las antiguas medidas
Jrancesas y las del sistema  décimal, ~
El metro tiene . ... 3,07844 pies de rey.
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La hectarea . ... ... 2.92494 arpents reales.
El metro cabico... 29,1739 "pies de rey cubicos.
El litro . ........ 0,07687 boisscaux.
BYBULO 5o - o s oo e m ,OTSY: - pinitas,
El kilograma . .. ... 2,04268 libras francesas.

Correspondencia entre las medidas espaiiolas y las
‘del sistema décimal.

El metro tiene....1,19631 varas de Durgos.

La area..........8,04469 estadales cuadrados.
El metre cibico... 1,71209 varas cabicas.

El litro..........0,21589 celemines.

El litro.......... 1,98289 cuartillos de vino.

El litro......., .. 1,908971 libra mensural deaceite.
El kilograma...... 2,173474 libras espaiiolas,

Observaciones, 1.2 El kilograma es el peso de
un decimetro ctbico de agua en su maxima den=
sidad. Equivaliendo el decimetro lineal 4 4,3067 pul-
gadas lineares espanolas, tendrd el decimetro cibico
79.879228 pulgadas chbicas espanolas, que divididas
por 2,173474 libras espaiolas, que tiene el kilograma,
dara cn pulgadas espanolas el volumen necesario para
contener una libra de agua destilada en su mayor

densidad. Este volumen es de 36,765963 pulgadas

cubicas, 6 un cibo, cuyo lado es‘ de 3,325 pul-
gadas lineares.
2.2 Diez hectolitros, equivalen, con corta dife-
rencia, 4 18 fanegas espanolas, medida de aridos.
3.8 Beis pies de rey equivalen & algo menos de
7 pies espanoles: pues segun las comparaciones del
Seior Ciscar, se necesitan 6,00434 pies de rey para

componer los 7 pies espainoles.
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Practicas mas comunes de la agrimensura,

. D T —

127. La regla practica mas general para la me-
dicion de un terreno, si es irregular sa figura, y
no pertenece a ninguna de las que hemos ensefig-
do a medir en la geometria, es inscribir en él e}
mayor rectangnlo posible, y los pedazos, que que-
den fuera, medirlos eomo tridangulos; 6 si son ca-
paces de admitir un nuevo rectingulo 6 trapecio,
entonces los recodos quedan mas pequenos,-y hacen
4 ojo la valuacion de ellos. .

Para la formacion de estos rectangnlos, las ope=
raciones mas comunes de geometria son tirar una
perpendicular y una paralela. Para tirar una per=
pendicular 4 una recta dada, usan del cartabon con
dos alidadas, que se cortan en angulo recto: alinean
con la recta dada la visual de una de las alidadas,
y en la direccion de la otra filan jalones,, cuya
direccion es la de la perpendicular pedida. La paralela
4 una recta dada se determina , tirando una per -
pendicular 4 dicha recta, y despues otra perpendi-
cular a la que se tiré primero, ’

Para valuar un terreno inaccesible por su medio,
como un pueblo 6 una lagona, le circunscriben un
rectingulo, de cuya area restan los €spacios come
prendidos entre el rectingulo y las lindes del ter=
reno, que se quiere medir,

Como las lindes suclen ser de figura curvilinea,
irregular, con entradas y salidas, determinan la li=
nea del linde, dirigiendo la visual, que la repre=
senta, de modo qae los espacios esterim.res é.ella se
compensen con los interiores; lo que pide, si se.ha
de hacer sin cometer grandes errores, mucho ting
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§ prictica en el agrimensor.

En coanto 4 la division de los terrenos, si estos
tienen figura cuadrangular 6 triangnlar, usan de los
problemas relativos 4 la division (.le las areas, que
pueden verse en varios antores. Bails trae muchos en
su geometria. Pero lo mas comun es valuar todo el
terreno en estadales 6 varas coadradas: dividir su va-
lor en el namero de partes, que se pide, y tomar ya rec-
tangulos, ya trapecio#, ya tridingalos, que equivalgan
& cada parte. La figura, que han de tener dichas par=
tes,” pende de circunstancias diferentes, como son la
partfcipacion comun de un pozo 6 caserfo, 6 de la
mirgen de una ribera, 6 los convenios y transaccio-
nes hechos entre los que han de repartir el terreno.

Ocros hacen la valunacion y la division, levantan-
do ‘con' suma exactitud el plano del terreno, y ha-
ciendo en él la medicion 6 la division por medio
de la escala, 6 por operaciones geométricas,

Bien se vé cuan Wril serd, para no hallarse atado
€0 ‘ningun caso, ni esponerse a arbitrariedades & ine-
xactitades en las operaciones, que el agrimensor reu-
na & mucha prictica y tino en el mancjo de los ins=
trumentos, la competente instruccion en los princi-
pios de la geometria elemental y de la  anilisis
geométrica, que.lo pongan en estado de resolver
todos los problemas, que puedan ocurrirle, La nece-
sidad de esta instruccion queda bien probada con los
problemas de geodesia, que hemos resuelto anterior-
mente, y que son por la mayor parte de un uso con-
tinuo en la prictica de la agrimensura. Asi es, que los
agrimensores mas habiles emplean, senaladamente en
Jas operaciones delicadas, el grafémetro para la medi-
cion de los angulos, y usan de los métodos trigonométrie
€0s , como mas seguros y exactos, que el de la escala, en
la determinacion de distancias no medidas en el terreno.
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Medidas de wvolumenes y aforos.

D i

128, La capacidad de los vasos cilindricos, que contienen liquidosy
se mide adoptando primeramente una unidad de medida, por cgem=
plo, una azumbre de liquido, poniéndola en un vaso cilindrico pe=
queno, cuyo diametro este bien medido, y senalando con mucha
exactitud la alwura del fluido en dicho vaso. Refiriendo & esta base v
altura las del vaso cilindrico, que se quiere medir, el producto de
dichas razones da el nimero de azumbres, que contiene el vaso.

Para hallar estas razones con facililad, 'se construye uva vara: se
toman sobre uva de sus caras partes iguales a Ja altura del fluide en
el vaso, que sirve de unidad, y en la otra los diametros del circu=
lo doble, triplo, cuidrplo ete. de la base de dicha unidad; construc-
cion que se hace por la propiedad conocida del cuadrado de la hipo=
tenusa. Estas dos caras serviran para hallar la hase y altnra del va=
§0 propuesto.

Si dicho vaso es cémico, se deberd multiplicar el tercio de su altu~
ra por la suma de las dos bases opuestas y de una base medw pro=-
porcional _geométrica catre ambas. En la practrica multiplican la semi-
suma de las dos bases por la alira, métedo, en que s¢ cometen
grandes errores ; ¥ tanto mayores, cuanto es mayor la diferencia de
ambas bases. >

Si el vaso es un tonel, lo divilen por medie’ con una seccion para=
Jela & las bases, y cada mitad la consideran como un cilindro de
Ja misma allura y cuya base sea la semisuma de la scecion y de la
base del tonel. Este métedo mo es tan erroneo en los toneles , como en
los vasos cémicos, ya porque la diferencia de la seccion & la base no es
muy grande, ya porque anchande el tonel mas que el vaso conico, se
acerca mas al citindro de la base media. Pero lo mejor seria, deter-
minada la_curva de revolucion , gue forma el medio tonel, y que se.
acerca mucho a parahola, hallar la solidez del paraboleide por  los
métodos , que subministea el caleulo integial. Solo hacemos esta ohser-

" yacion para gue se €onozca hasta qué puuto es mnecesario protundizar

en las matematicas puras, si se quieren obtener los resultados pracs
ticos con la debida exactitud.

Arqueo de los buques.

B #

120. Arquear wo buque es determinar ¢l nimero de toneladas qui
conl‘i(‘:ne laqcagacidad dqe“ la bodega, Para hacer csta operacion ?;::
arreslo 4 ordenanza, dada por S. M. cn real cédula de 19 de Se-
tiembre de 15742, se dehen tomar cinco dimensiones, que son, E.lon‘
Quilla_limpia , Manga , Plan y Puntal. i

La Eslora se mide en la alura de la primera cubierta de codaste &
yoda“por la parte interior de la tablazon. }

“La Quilla se mide desde el nacimiento del Branque hasta el alefrig
ael codaste; © de estopa a gstopa, que ¢s lo que s¢ ama (lluug limpiay

ot
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La Manga ge toma en lo mas ancho de la enaderna & Barenga
maestra sobre la primera cubierta & por lo interior de la tablazon.

El Plan se mide sobre dicha cuaderna de cabeza 4 cabeza de Ba=
renga, 6 de palmejar & palmejar, que son los que pasan por las ca- .
beras de los planes.

Puntal es la distancia que hay desde el sobreforro de Ia bodega hase
ta debajo de Ia tablazon de la primera cubierta sin incluir la  vuelta
del vaso; y se toma en el mismo sitio de la cuaderna maestra sobre el
forro del plano.

Tomadas estas dimensiones en pies de Burgos, multipliquense entre

si estos tres factores; semisuma de eslora y quilla; # de la manga su-

mados con {a mitad del plan; mitad del puntal; el producto sera em

pies cibicos el volumen de la bodega; multipliquese por _-::% y se 2
‘

tendra el nimero de toneladas del buque. Su tercera parte se consi-
dera empleada en el peso de arboladura y viveres cte. y las otras dos
terceras partes espresan la carga. >

Esta operacion equivale & multiplicar la semisuma de eslora v quilla
or el puntal, lo que da el area del trapecio, que resnita del corte
wéitical del medio del buque, y & multiplicar despues esta area por

los g- de la manga mas % del plan. Como entre el plan y la maugi

hay algana diferencia, esta operacion viene 4 ser maultiplicar la area
de dicho trapecio por la mitad de la manga y algo mas: lo que su-
poae. reducida la medida de la bodega & uo.prisma trapezoidal, cuyo
ancho fuera poco mas'de la mitad de la manga. Esta reduccion tiene
’ macho de aruitario, porque aun cnando en algunos buques fuese exac-
4 ta 0 mny aproximada, la diversidad de las fignras en 1as diversas es-
pecies de barcos hace esta reduecion mas 6 menos erronea, y de aqui
provienen las correcciones signientes, que son de reglamento.

A todo bugue, cuyos entrepuentes no bajen de seis pies de alto, se
le anadira ua 14 por 100 del arqueo: a los quetienen de 6 a 4§ pies,
un 10 por 100, y @ los que tengan menos de 4 pies, no se anadira na&l‘:l.

Si la embarcacion es muy fina, con muchos raseles a popa y proa,
estrecha de cuaderna y sin entrepuentes, se le ha de reba jar alarqueo
un 8 por 100. -

Si el buque tiene una figura semejante 4@ urca, el tercer factor ne

I:eri la mitad del puntal, sino los ‘2; del puntal.
~ Si_el buque esta tan cargado, que no se pueden tomar las dimensio=

nes untal, plan y quilla, s tomara la 7.8 parte de la Eslora,
y se teadra la quilla limpia. Multipliquese la suma de eslora Y qui=

Ita por los %— de la manga; al producto se quita la Gltima nota dela

p derecha , { resulta el arqueo en toneladas. a2
" La tegelada € de 70,&945 pigs cubicosy = 0
. -“ - > - I
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