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ADVERTENCIA. 

rp 
«Lyn este tratado hemos seguido* como en 
los de aritmética y álgebra, el orden de ideas 
de Francoeur: pero nos hemos separado de 
su manera de demostrar , supliendo las ideas 
intermedias, y colocando el título del teore­
ma antes de la demostración; método suma­
mente estimado de los geómetras antiguos, y 
muy acomodado al carácter y enlace particu-
cular de los principios geométricos. 

En la trigonometría hemos preferido las de­
mostraciones analíticas a las gníficas, porque 
aunque este ramo es un problema particular 
de la geometría, no esta' sometido á la regla 
y al compás, sino al cálculo, cuyos resultados 
se ven mejor en la fórmulas que en las figu­
ras. Esta consideración nos ha movido tam­
b i é n  á  v a r i a r  l a  i d e a ,  q u e  g e n e r a l m e n t e  s e d a  
en los elementos de las cantidades lineo-an­
gulares. Si en último resultado no son mas 
que relaciones ó números, parece que esta idea 
debe preceder á toda su teoría. Por esto he­
mos considerado los senos y tangentes, no co­
mo líneas, sino como relaciones de líneas; no­
ción, que esparce mucha luz sobre el uso de 
estas cantidades en la teoría analítica de la lí­
nea recta, y por consiguiente en la de las curvas. 

Ila puesto al 4in de este tratado un ape'n-
aice de pesos y medidas. Como para la inte-



ligencia perfecta de las unidades de superficie 
y volumen es necesario el conocimiento pre­
vio de la geometría, por eso hemos reserva­
do para este lugar una noticia, que, aunque 
generalmente suele darse en los tratados de 
aritmética, es en gran parte ininteligible para 
los que ignoran la ciencia de la estension. 

Las numerosas aplicaciones á la geodesia, y 
la noticia sucinta que damos de las prácticas 
mas comunes en la medición de tierras, afo­
ros y arqueo de buques , tienen por objeto 
mostrar de qué manera deben aplicarse los prir>-
-cipios teóricos á estos diferentes ramos. Una 
instrucción mas estensa y profundizada de ellos 
no es propia de un tratado elemental de geo­
metría. 

Nota. El autor no reconoce por suyos sino 
los e^empldres que lleven esíe sello» 
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GEOMETRÍA. 

I. Geometría es la ciencia, que examina Ia9 
propiedades de Ja cantidad estensa. Todo cuerpo es 
estenso, y tiene longitud, latitud y profundidad, 
Los límites, que terminan el cuerpo, se llaman su­
perfícies , y solo se consideran en ellas longitud y 
latitud. Los límites de las superficies se llaman li­
neas, que solo tienen longitud. Los límites de la 
línea se llaman puntos, en los que no se conside­
ra estension alguna. 

Artículo i.° Medida de las líneas y arcos. 

2. La línea se divide en recta, quebrada y curva. 
Línea recta es la mas breve distancia entre dos 

puntos. Quebrada, la que se compone de líneas 
rectas, sin formar toda ella una línea recta. Curva 
la que ni es recta, ni quebrada. 

De un punto d otro no se puede tirar mas que 
una línea recta; pues la distancia mas corta debe 
ser una sola. 

La verdadera distancia de un punto d otro se 
mide por la linea recta tirada entre ambos: por­
que, siendo la mas breve, es la mas fácil de me­
dir, y siendo la única, que se puede tirar entre 
Jos dos puntos, no hay otra con quien equivocarla. 

Dos rectas no se pueden cortar mas que en un 
punto: pues si pudieran cortarse siquiera en dos, 
tendrían dos puntos comunes, y por ellos podrían 
pasaç dos rectas, contra lo demostrado. 
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Tina recta se puede prolongar in de fin i • let men tñ 
por árnbas partes: y si en ella se toman dos pun­
tos cualesquiera, la recta, que los uniese, coinci­
diria en-toda su estension con la primera: pues 
sino, podrian pasar dos rectas por dos puntos. 

Una superficie es plana, cuando la^ recta, qua 
une dos cualesquiera de sus puntos, coincide con 1» 

~ superficie en toda su estension. 
3. v Oos rectas se suman colocando la una en la 

prolongación de la otra. Se restan, tomando el sub-
traendo sobre el minuendo. r 

Una recta se multiplica por un número, sumán­
dola con ella misma tantas veces, como unidades 
tenga el multiplicador. 
* La medida común de dos rectas se liaLa, co o-
cando la menor sobre la mayor cuantas veces se 
pueda, colocando el residuo sobre el divisor cuan­
tas veces se pueda, y continuando la misma ope­
ración basta que un residuo quepa exactamente en 
el anterior: este último residuo será la medula co­
mún de ámbas rectas: y la razón que tengan en­
tre si los números de veces, que contienen a Ja 
medida común, será la razón de ambas rectas-.por­
que sea d la medida común, m y n dichos nume-

. Did , m 
ros: las rectas serán md y nd, y su razón 7^,07^ 

es decir, la razón de los números de veces, qu<^ 
contienen la medida común. 

Medir una recta es buscar su relación con otra 
recta, que se toma por unidad. El numero de ve-
ees, que la recta dada contenga * la unidad, re-

Pr¿sntarettar8oVna,°cant;dades, que pueden someter,, 
al cálculo, tanto aritmético, como algebraico: pu<* 



pueden representarse por números. 
Dos rectas son in com en.sur ab Les entre sí, cuando 

al buscar su medida común, no se halla residuo,, 
que quepa, exactamente en el anterior. En este ca­
so se toma por medida común aproximada el resi­
duo, que se juzgue suficientemente pequeño* 

4. Llámase contorno convexo el que no puede 
ser cortado por una recta, si,no en dos puntos. 

Proposición i.a De todos los contornos convexos 
que van de un punto « otro, es menor el que se> 
acerca mas á la línea recta, que une los dos puntos. 

Demostración. 1® Sean los dos puntos A y B; 
y sean los dos contornos convexos AÜB, AGB, com­
puesto cada uno de dos rectas: digo que ÁCB e3 
mayor que ADB. Porque, prolongando la AD has­
ta su encuentro en E con la CB, tenemos DE -t-
EB > DB, por ser DB línea recta; y añadiendo á 
ambas partes DA, será AE -j- EB > AD-»- DB. Tam­
bién AC -j- CE > AE, por ser AE línea recta: aña­
diendo á ambas partes EB , será AC -j- CB > AE -j-
LB. pero AE-i-EB se demostró mayor que AD-¡-
DB ; luego con mas razón AC CB > AD + DB. 

Sean .los dos contornos convexos rectdíneos 
ACDB, AEFGB. Prolongando la EF hasta que cor­
te el contorno ACDB, será ICDK > IK, por ser es­
ta línea recta: añadiendo á ambas partes AI + BK, 
será ACDB>AIÍCB. Del mismo modo se demues­
tra que este contorno A 1KB es mayor que el que 
resultaría prolongando hasta él la FG; y así hasta 

eg.u al contorno AEFGB, que será.el menor de todos. 
3. Sean%en fin los dos contornos convexos cur­

vos AMB, ACB. 'Tiro la recta EF, que toque el 
co.torno ACB. EMF > EF, por ser esta línea rec 
ta. Auadieudo á árnbas partes AE -i- FB, será AMB 



ÀEFB. Tirando la ki, que toque el contorno A.CB, 
se demostrará que AEFB>A¿A;FB, y tie la mis­
ma manera tendremos un número indefinido de con­
tornos, que cada vez se van haciendo menores con­
forme se van acercando al contorno AC.B: pero 
cuando las cantidades, que están entre dos límites, 
aumentan acercándose al uno y disminuyen acer­
cándose al otro, es prueba de que el primer lí­
mite es mayor que el segundo: luego el contorno 
ÀMB >ACB: luego, &a. 

5. Linea circular es una curva, cuyos punto» 
están todos en un plano y distan igualmente do 
otro punto fijo. Centro es el punto fijo, que equi­
dista de todos los de dicha línea, llamada circun­
ferencia del espacio que encierra, al que se dá el 
nombre de circulo. Radios son las rectas tiradas des~ 
de el centro á la circunferencia. Diámetro es cual­
quier recta, que pasando por el centro, se termina 
en la circunferencia. Arco es cualquier porción de 
la circunferencia. Cuerda es la recta, que une los 
dos estreñios del arco. Segmento es el espacio com­
prendido entre el arco y la cuerda. Segtor es el 
espacio comprendido entre dos radios y el arco, que 
interceptan. 

Los radios son iguales, porque miden la distan­
cia del centro á la circunferencia, que es la mis­
ma en todos sus puntos. Los diámetros son iguales, 
porque cada uno vale el doble del radio. El diá­
metro divide por medio la circunferencia; porque 
si doblando el círculo por el diámetro, no coin­
cidieran las dos partes de la circunferencia, los pun­
tos de la una no distarían del centro tanto como 
los puntos de la otra. 

Prop, 2.a EL diámetro es mayor que cualquier 



buerda: porque $i ai estremo de la cnrrila AB tr­
iamos el radio CB, será AB<ACf->-GB: pero la 
suma de los dos radios AC y Cß es igual al diá­
metro: luego el diámetro es mayor que la cuerda AB. 

Prop. 3.a Si dos arcos son iguales, lo serán 
bus cuerdas: porque si los arcos sou iguales, se 
podrán sobreponer el uno al otro, se ajustarán sus 
estreñios, y por tanto las rectas que pasan por 
Cilios, que son Jas cuerdas: luego . 

Prop. 4.a Al mayor Grco corresponde mayor 
cuerda. 

.Dem. Sea el arco DF mayor que DB. Tiro los 
radios CF , CB: tenemos que CI-;-lF>CF, por 
ser CF línea rece«: pero CF — CB: luego Cí h- 1F 
> CB. Restando de ámbas partes CI, es IF > IB; 
Añadiendo á ámbas parte» ID, es DF > DI -j- IB: 
pero DI + IB > DB, p»r ser DB línea recta: luego 
Con mas razón DF > DB: luego 8ca. 

Si dos cuerdas son iguales, lo serán sus arcos: 
pues si estos no lo fueran, el mayor tendría ma­
yor cuerda, contra el supuesto de ser Jas cuerdas 
iguales. 

Medir un arco es buscar cuantas veces contiene 
á otro arco del mismo radio, que se toma por 
-unidad. Para esto no es necesario poner en línea 
recta ò rectificar dichos arcos: podremos ver cuan* 
¡tas veces cabe un arco en otro, llevando sobre es­
te Ja cuerda del primero cuantas veces se pueda, 
y las divisiones, que resulten, serán iguales al pri­
mer arco, pues tienen su misma cuerda. Si resul­
ta residuo, se hallará la medida eomuu por el 
mismo método que en las rectas. 

Los arcos pueden someterse á todas las opera­
ciones del cálculo aritmético y álgebraicoi pue« 
pueden expresarse por números. 
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z.° Be los ángulos. 

6. ángulo es la abertura de do9 rectas, cjne 
concurren en un punto. Vértice del ángulo es el 
punto donde concurren las rectas que !o forman. 
Lados del ángulo son las rectas que lo forman. 
..Dos ángulos serán iguales, cuando coincidiendo 

el vértice y un lado, coincide el otro lado: pues 
habrá igual abertura entre los lados de cada ángulo* 

La magnitud de un ángulo no p<.nde del tama-
ño de sus lados: pues la abertura ó separación do 
los lados es siempre la misma, sean estos mayores 
ó menores. 

Si dos ángulos son iguales, los arcos descritos 
desde sus vértices con un mismo radio debcii^ ser. 
iguales: pues coincidiendo los ángulos, por ser igua­
les, el punto A' caerá sobre A por ser el radio 
A'C'rr AC, y el punto IV caerá sobre B por ser 
el radio CB-^rCB: luego los areys AB, AT/ coin­
cidirán y serán iguales. 

Para hallar la mayor medida común de dos án­
gulos, se podrá restar el menor del mayor cuantas 
veçes' se pueda, ajustándolo* por el vértice y un 
lado, y viendo lo que queda del ángulo mayors 
pero como al mismo tiempo se restan los arcos 
descritos desde sus vértices con un mismo radio, 
será mas fácil buscar la mayor medida común de 
Sils arcos, y el ángulo que corresponda a esta, se-
\d I3. mayor medida cpnmn de los dos ángulos. 

Prob. Construir un ángulo igual á otro dado. 
Sea C el ángulo dadç: para construir en el pun-

VA ángulo igual á C, desde C y C' coa ua 



^mísmrv radío, rTracrlbo Jos arcos kV, determinado, 
y A ß indefinido. Tomo sobre este B ArzKA, to­
mando sus cuerdas iguales: y tirando CA', el áo-
guio C será — C; pues sus arcos son iguales. 

7. Prop. 5.a Dos ángulos cualesquiera son pro-
• jDorcLonciles a los arcos descritos etesde sus ucr tices 
con un mismo radio. 

Dem. Sean los dos ángulos BCA, DON, v ios 
tercos ab y da: ó estos son conmensurables o in­
conmensurables. 

Si son conmensurables, supongamos que su me­
dida común xd quepa m número de veces en ab 

'  y  n número de veces en nd. Será ~ rr - I, 
nd n* a 

mayor medida común de los ángulos será xoá, 
que cabrá m número de veces en ACß, y n nú­

mero de veces en NOD: lueço — — -»lue^o-A® © JSUL) » b° MOU 
__ eb 

" nd 

Si los arcos son incomensurables , divido el ar-
•0 nd en el número de partes iguales que quiera: 
y llevando una de ellas sobre ei arco ba desde 

no podrá caer en a ningún punto de divi­
sion por la hipótesi de ser dn y ba inconmen­
surables: luego el último punto de division caerá 
en i, y siendo los arcos ib, 1 id conmensurables, 

serán como sus ángulos, esto es, — JÜ • Dero c SSüú nt¿' 
T". ACB + iLút; ib zzz aj-\- ai: sustituyendo, será 

ACT Mb \ *í , 
líOO' í ' Ñ ot) — í¡j +ñd' Añora los primeros tériuioo« 

¿e cada miembro son limites invariables, y los e<¡+ 
m ' *  
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gímelos son incrementos disminuibles á voluntad: 
pues el ángulo ACI y el arco ai pueden hacerse 
cuan pequeños se quieran acercando el punto i al 
punto a, lo que se logra dividiendo el arco ncl 
en mayor número de partes : luego los límite» 
eon iguales, pues hay ecuación entre las varia-

•  A C B  a b  bles, que se aproximan á ellos: luego 

luego Sea. 
Prop. 6.* La medida de un ángulo e$ el ar-¿ 

co descrito desde su vértice y comprendido entret 
sus lados. 

Dem. Sea el ángulo NOD la unidad á que' sef 
refieren los ángulos y su arco nd la unidad á quö 

se refieren los arcos ; siendo ~ ̂  » poniendo f 

por NOD y por nd, será ÁCB=rtf&; ecuación, 
que quiere decir, que cualquier ángulo compren-* 
de á la unidad de los ángulos como su arco á h* 
unidad que se tome para los arcos: luego la medi-* 
da del ángulo es el arco que le corresponde. 

Se llaman arcos semejantes los que miden un 
mismo ángulo, aunque descritos con diferentes ia-* 
dios, como ab, ab. 

Prop. 7-a Los arcos semejantes son proporcio-y 
nales a sus circunferencias. 

Dem. Los ángulos BGA, BCD son como sus* 
BCA ab RCA __ , atí 

arcos: e3 decir, M , y 6-<í'' » fot 

z=z'^r, y componiendo será ~ Continuando 

la misma operación con otros ángulos y arcos has-
itp dar la vuelta al círculo, teadremos demostrad^ 
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que 1 os arcos semejantes ab y o!b' serán proporcio­
nales á sus circunferencias. 

S.° Perpendiculares y oblicuas. 

8. Una recta es perpendicular á otra , cuan Jo los 
«.os ángulos, que forma con ella, son iguales. Una 
recta es oblicua respecto á otra, cuando los án­
gulos, que forma con ella, son desiguales. 

Angulo recto es el que forma una recta con otra, 
C la cual es perpendicular: su medida es la cuarta 
parte de la circunferencia ó el cuadrante: porque 
siendo BD diámetro, BAD es la mitad de la cir­
cunferencia; y como los ángulos rectos ACB, ACD 
eon iguales, por ser AG perpendicular á BD, sus 
medidas AB, AD son iguales; y cada uno de es­
tos arcos vale un cuadrante. 

^ Todos los ángulos rectos son iguales, porque ca­
lla uno vale un cuadrante. 

Angulo agudo es el que no llega á recto; án­
gulo obtuso es el que es mayor que el recto. 

Angulos adyacentes son los que forma una rec­
ta con otra, con la Cual concurre en un punto. • 

Prop. 8.a Los ángulos adyacentes suman dos 
rectos. 

Dem. Sean lo3 ángulos adyacentes FCB, FCD. 
Desde G describo una circunferencia. Las medidas 

*os baguios FCB, FCD son los arcos FB FD 
cuya suma es BFD: pero BFD es inedia circun­
ferencia, porque el diámetro divide la circunferen­
cia en dos partes iguales: luego la suma de Jos 
ángulos adyacentes FCB, FGD vale media circun­
ferencia o dos rectos» 
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[i Reciprocamente , si dos ángulos unidos suman dos 

rectos, sus lados esteriores están en línea recta: es 
decir, si FCB + FCD == a rectos, las líneas CD,CB 
forman una sola: porque si CB 110 es prolonga­
ción de CD, lo será CK por ege.mplo, y la suma 
de los ángulos adyacentes FCD -5- FCIv ~ a rectos, 
pero FCD + FCB — a rectos : luego FCD + FCK — 
FCD J- FCB: quitando de ámbas partes FCD, es 
FCK = FCB, el todo = á la parte, loque es ab­
surdo : luego CK no puede ser prolongación de CD, 
ni otra ninguna recta, sino CB: luego &a. 

12 Consecuencias. La suma de los ángulos sucesivos, 
que forman varias rectas hacia una misma parte 
Y en un mismo punto de una recta dada, es — a 
rectos: porque FCB -i- FCA ACE 4- ECD valen tan­
to como FCB-!- FCD, esto es, a rectos. 

La suma de los ángulos sucesivos, que forman 
varias rectas saliendo de un mismo punto hacia 
todas partes, es = 4 rectos: porque entre sus la­
dos interceptarán toda la cncunferencia. ^ ^ 

3 Prop 9 a Los ángulos opuestos al vértice sort 
iguales':porque ACD + AGB =: a rectos por adya-

centes: ACB BCE a rectos por adyacentes : lue­
go ACD + ACB — ACB + BCE : quitando ACB de ám­
bas partes, queda ACD — BCE: luego 

Complemento de un ángulo es lo que le taita a 
sobra para componer un recto. Suplemento de na 
ángulo es lo que le falta para componer dos rectos. 

9. Prop. 10. La perpendicular es el camino, 
mas corto de un punto d una ^ recta. ' 

iA Dem Sea AC perpendicular a DCB: tiro la obli-
cua AB: digo que AB > AC. Prolongo la AC has­
ta que CH = AC, y tiro la BU. Doblando la b-
gura por la CB, caerá CA sobre CH, por ser reo 



ios é iguales los ángulos BCA, BCH. El panto A 
caerá pobre H por ser CA zz CH: luego las reeras 
AB, BU, que coinciden por sus estremos, coincidi­
rán en toda su estension, y serán iguales. Ahora 
ABí-BII>AH, por ser ALL linea recta: luego la 
mitad de AB-J-BH, que es AB, sera mayor que­
ia mitad de Atl, que es la perpendicular AC: 
Juego &a. 

Pçop. Ii. Las oblicuas que se separan igual-
mente de la perpendicular son iguales, y también 
los ángulo* ClilP frw:n/tn -. _ 1: — ; ° 1 J «- UU J^/Í. JJCljj^.tcic^ULlll CS. 
—r11 ^0a ^BzrCD: digo que la oblicua AB 

"7 * 1 orque doblando la figura por la AC, cae­
rá CL sobre CD por ser iguales los áneulos rec­
tos ACB, ACD: el punto B caerá en D, por el su­
puesto de ser iguales CB y CD: luego AB caerá 
«obre A D y serán iguales : luego &a. Respecto quq 
Jas hguras se ajustan, el ángulo ADC ~ ABC v 
el ángulo DAC z=: BAC. 

Prop. i2. La oblicua, que se separa mas de 
la perpendicular, es mayor. 

Dem. Digo que AE es mayor que AB. Prolon­
go la perpendicular AC, hasta que CH — AC v 
tiro BH y EH. Doblando la figura por la CE, e'ae-
ra CA sobre CIÏ, por la igualdad de los ángulos 
rectos ACE, HCE; tambion%l p„nto A raerfU£ 
BH v '  AR S e r  '" C a o  ABcomcir t i cw 
BU, y AE con EH. Ahora, AB + BH < AEn EH 
por separarse mas de la recta AH el contorno AEH-
•"ego la untad de AB + BH, que es AB, es me­
nor que la mitad de AE + EH, que es AE : luego &a. 

Reciprocamente, la linca , m/e 
te tirar de un punto ä u 
dicular: pues sino lo fuera, lo sena otra, Vesta 



feria la menor distancia del punto á la recta, 
contra el supuesto. 

Las oblicuas iguales distan igualmente de la 
perpendicular: pues sino, la que distara mas, seria 
mayor, contra el supuesto de ser iguales. 

La oblicua mayor dista mas de la perpendicu-
lar: pues si distára tanto como la menor, serian 
iguales contra el supuesto; y si distára meno3, se­
ria menor que ella^ también contra el supuesto. 

io. Consecuencias. De un punto á una rectct 
no se le puede bajar mas que una perpendicular: 
pues siendo la mas breve distancia del punto á la 
recta, debe ser única. 

La perpendicular mide la distancia de un pun-
to d una recta: pues siendo Ja mas breve es la 
mas fácil de medir; y siendo única, no hay con 
quien equivocarla. 

En un punto de una recta no se le puede le­
vantar mas que una perpendicular, que esté en, 
un plano determinado: pues otra cualquiera le­
vantada en el mismo punto, y que estuviese en 
dicho plano, formaria ángulos desiguales, en el su­
puesto de ser iguales los que formó la primera, 
por ser perpendicular. 

Desde un punto d una recta no se pueden ti­
rar mas que dos oblicuas iguales; pues la terce­
ra, que se tirase, distaria de la perpendicular ma§ 
ó menos que las otras dos, y seria mayor ó me­
nor que ellas. 

Prop. i3. La perpendicular levantada á und 
recta en su mitad tiene todos sus puntos equidis­
tantes de los estremos de dicha recta. 

Dem. Sea CA. perpendicular á DB en su mitad: 
digo que cualquier punto F de la CA equidista^ 
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de D y B: pues tirando FD, Fß, esía* 9011 cío? 
oblicuas iguales, porque distan igualmente de la 
perpendicular: luego &a. 

Prop. 14. Los puntos que equidistan de los es­
treñios de una reeta, están en la perpendicular 
levantada .en su mitad, ó lo que es lo mismo, 
los puntos, que no están en dicJia perpendicular, no 
pueden equidistar de los estremos de la recta. 

Dem. Sea AG la perpendicular levantada en la 18 
mitad de DB: el punto G, que no está en la AC, 
no puede equidistar de D y ß, Tiro GD, GB y 
FS. BF + FG>GB, •por ser GB línea recia: pe­
ro FD - FB por oblicuas equidistantes de la per­
pendicular: Juego FD+FG ó DG > GS: luego &a. 

S¿ una recta tiene dos puntos equidistantes de 
vtros dos tomados en otra le es perpendicular: pues, 
tomando por estremos de la segunda los puntos se­
ñalados, los dos puntos de la primera deben es­
tar en la perpendicular levantada en Ja mitad de 
la segunda: y como por dos puntos solo puede 
pasar una recta, se infiere que Ja perpendicular eg 
Ja misma recta, que tiene dos puntos equidistan­
tes de los estremos de Ja segunda. 

ir. En un punto, tomado en una recta, /<?-
'antarle una perpendicular. 

Sea el punto dado A: tomo dos porciones igua- tg 
Jes AD, AB. Haciendo centro primero en D y lue­
go en B con un mismo radio, describo dos arcos 
que se corten en H. Tiro la HA, y es perpen­
dicular á D3. Porque tiene dos puntos A y H equi-

istantes de D y B. El punto H equidista de D 
y 8, porque los radios DH, BH de ámbos arcos 
son iguales por construcción. 
. Desde un punto dado fuera de una recta, ba • 
yarle una perpendicular. 
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Sea F el punto canelo y DB la recta. Desde F 

describo un arco, que corte la recta en los pun­
tos D y B. Desde D y B con un mismo radia 
describo dos arcos que se corlen en II: tiro la 
FH y será perpendicular á DB. Porque tiene dos 
puntos F y II equidistantes de D y B: F, por 
ser centro del arco DB: y H, porque los radio» 
DH, BH de los dos arcos, que se cortan en 11^ 
6on iguales. 

Dividir una recta dada en dos partes iguales. 
Sea DB la recta dada: desde D y B con iguale» 

radios describo dos arcos que se corten en A, y 
otros dos que se corten en II; tiro la AH. Esta 
será perpendicular á la DB en su mitad, pue» 
tiene dos puntos A y H, equidistantes de los es-
t remos ü y B , á cansa ele ser iguales los radioc 
DA, BA, y DH, BH. 

4.* De las paralelas, 

12. Paralelas son las rectas, que están en nft 
mismo plano, y que prolongadas indefinidamente, 
no se encuentran nunca. 

Dos rectas perpendiculares á una misma, son 
paralelas', pues si se encontrasen, desde el punto 
de concurso habria tiradas dos perpendiculares so­
bre una misma recta. 

Prop. i5. Si á dos rectas las corta una ter­
cera , formando los ángulos de contraria poúciorz 
iguales, dichas dos rectas serán paralelas. 

Dem. Sean las rectas BD, AC cortadas por la 
HG de modo, que los ángulos DFG, AEII sean 
guales i digo 'xue BD y AG serán paralelas. Para 
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demostrarlo, divido Ja FE por medio en I tiro 
It IL perpendicular á BD, tomo LS = LF, tiro la 
Sí, y tiro IR perpendicular á LIC. Tenemos que 
IS _ IF por oblicuas equidistantes de la perpen­
dicular IL, y por la misma razón los ángulos IFL, 
J lZu*le? : Pe™ IFL = IE-K por hipótesi: 
uego ISL — IEK. También por la equidistancia d^ 

las oblicuas, el ángulo FIL =r LIS: pero FIL = 
E1K por verticales: luego LIS — EIK. Doblo la 
figura por la IK: por ser rectos los ángulos EIL, 

i so^re Por ser iguales los án-
°to ' caera Ib sobre IE: por ser igua­

les IS é IE, caerá el punto S sobre E: y por 
ser iguales los ángulos en S y E , la recta SL 
caera soore EíC: luego el punto L caerá sobre K, 
porque dos rectas no pueden cortarse mas que en 
un punto. LI ángulo en K será igual al ángulo 
Rn aJ P°5 tSnt° Será recto: IueS° las rectas 

> seran peipenaiculares a una misma LK, 
y por tanto serán paralelas: luego &a. 

También, si d dos rectas las corta una tercera 
formando los ángulos de una misma posición igua­
les , las dos rectas serán paralelas. 

Dem. s¡ el ángulo HFß-HEA, las dos rec 
*as seran paralelas: porque el ángulo HFB — DFG 
por verticales: luego DFG - FEA: pero cuando 
Jos ángulos de contraria posición son iguales, la» 
rectas son paralelas : luego &a. 

También, si á dos rectas las corta una terce­
to., formando la suma de 

alelas a d0S reCt0S' laS d0S rCCtaS Serdn Pa-

ppne— Si EFB+FEA = a rectos, como EFB + 
mu — a rectos por adyacentes,  será EFK + FKa — 
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EFB + EFD: quitando EFB comun, será FEA _ 
EFD: pero cuando los ángulos <te contraria posición 
son iguales, las rectas son paralelas: luego tel. 

i 3 °  P r o p .  1 6 .  Por un punto dado no se pue-
de tirar mas que una paralela d una recta dada. 

Este es el célebre postulado tie Fuel ules, cuya 
demostración rigorosa no han podido hallar toda­
vía los matemáticos. La proposición es evidente a 
primera vista: pues cualquier otra linea que no 
caiga sobre la primer paralela ha de tomar una 
dirección diferente de la de ámbas paralelas, y ha 
de cortarlas por precision. Mas este raciocinio no 
es una demostración .igorosa, tal como sepiae en 
Geometría: sino una simple exposición de lo quo 
nos enseña la experiencia. El siguiente razonamien­
to es el mas luminoso, que se ha hecho en es 

Sea EF la recta dada: por el punto C tiróle J* 
perpendicular CD: levanto en C la CB perpendi­
cular á la CD; será paralela á EF, por ser am­
bas perpendiculares á la CD. ¿ ' 
qUe forma^ ángulo agudo con las CD s^eo ^ 

:z% UfoBCa « 
V sea n el número de veces que BCA cabe en 
BCD Tomo sobre la CD nnúmero de parte» igua-
i ' la CE f Si nn° es «úmero entero> se. ton^Tr^ 
n na 'mas ) Y por los Puntos de (llvision tiro, Gí1, 

MN . perpendiculares á CD. Habré formado n% 
número cíe bandas iguales: porque teniendo las ba-
ses ¡mióle., y los ángulos adyacentes a las base» 
rectos se podrán sobreponer unas a otras. Ahoia ei 
espacio indefinido, comprendido en el angulo recto 
JiCD? es mayor 4ue esPaC10 indefinido * 
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porque este no se estiende sino por la parte su­
perior, y el otro se estiende por Ja derecha y por 
la parte superior: dividiendo uno y otro espacio 
por n , quedará el espacio angular BCA mayor que 
la banda BCEF. ( Si se tomó una banda mas que 
n, con mas razón ; porque si n. BCA > ( n + i ) 

BCEF, sera BCA >BCEF-j- ——— Pero el espacio 

angular BCA no puede ser mayor que Ja banda 
BCEF, si la CA no se corta con la EF : Juego 
por el punto C no se puede tirar á la EF mas 
paralela que Ja CB. 

El defecto de esta demostración consiste en fa 
comparación de cantidades indefinidas, que intro­
duce cierta obscuridad en el raciocinio, porque los 
limites dados de dichas cantidades son diferentes. 
No seria asi, si pudiesen reducirse á ángulos, cu­
yo vértice estuviese en un mismo punto. 

Al ideólogista toca examinar la razón, porque un 
principio, tan cierto, tan seguro, como los demás 
de Jas matemáticas, se ha resistido á los esfuerzos 
ele los mas grandes genios, que se han empeña­
do en demostrarlo con todo rigor. 

Prop. t7. Si de dos paralelas, la una es per­
pendicular d una tercer recta, la otra lo será 
también. 

Dem. Sean EF y CB paralelas: si EF es per­
pendicular á CD, lo será también CB: porque si­
no Jo fuese, lo seria otra CA, y esta seria pa­
ralela a EF: luego por el pnnto C se podrían ti­
rar dos paralelas á la recta EF, Jo que es impo­
sible: luego CA no es perpendicular á CM, ni 
Otra/ alguna sino la CB: luego &a. 

¿Intuios alternos son los que forma en contra-
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ñas posiciones lina recta, que corta dos paralelas. 

síngalos correspondientes son los que forma en 
igual posición una recta, que corta dos paralelas. 

Prop. 18. Si á dos paralelas las corta otra 
tercer recta, los ángulos alternos serán iguales. 

Seau las paralelas BD, AG, y la recta, que laí 
corta, HG: digo que el ángulo EFDrr HEA: pue3 
sino, se podria tirar por el punto F una recta 
que formase un ángulo — FEA., y esta recta seria, 
por lo ya demostrado, paralela á AC, y por el 
punto F podrían tirarse dos paralelas á la 
lo que es imposible: luego el ángulo EFD ÍIü¿A. 
luego Sea. 

También; si c¿ clos paralelas las corta oti a te,-
cer recta, los ángulos correspondientes serán igua­
les: porque el ángulo |EFD — AEF por alternos, 
pero EFDr=BFH por' verticales: luego HFB = 
HE A : luego òca. 

También, si á dos paralelas las corta otra ter­
cer recta, la suma d¿ los ángulos interiores se-
rá igual á dos rectos: porque BFE <-BFH = % 
rectos por adyacentes: pero BF1I = AEF por cor­
respondientes: luego BFE+ AEF :r= 2 rectos: luego Sea. 

14. Consecuencias. i.a Dos rectas, paralelas a 
una tercera, sen paralelas entre sí: porque sea 
AC paralela á BD, y BD paralela á EF: tiro KL 
perpendicular á AC: lo será a su paralela B , y 
por serlo á esta, lo será á su paralela EF: lue­
go AC y EF, perpendiculares á Kl, son paralela» 
entre sí : luego Sea. 

2.a Los ángulos 1 cuyos lados son paralelos f 
están, en una misma dirección, son iguales. 

Dem. Sean los dos ángulos BAC, FED: por 
eev AB y EF paralelas, los ángulos correspondiea-
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tes BAC, FGC son iguales: por la misma razón 
FGC = FED: luego BAC — FED: Juego &a. 

3.a Los puntos ele una recta equidistara cíe su 
paralela. 

Dem. Sean AB y CD paralelas: tiro desde dos 
puntos de la primera A y B las perpendiculares 
AC y BD sobre CD: digo que AC — BD. Para 
demostrarlo, divido CD por medio en F, y tiro 
FE perpendicular á CD: estas tres rectas, per­
pendiculares á CD, lo serán á su paralela AB* 
•Doblo la figura por la EF: caerá FC sobre FD y 
EA sobre EB, por la igualdad de los ángulos 
rectos: caerá el punto C sobre D, por ser FC rr 
* D: caerá CA sobre DB, por la igualdad de los 
ángulos rectos en C y D: luego ei punto A , con­
curso de AE y AC caerá sobre B, concurso de 
BE y BD, y sera AC — BD : luego &a. 

Problema. Por un punto, dado Juera de una 
recta, tirarle una paralela. 
< ';! recta', y ,B el ponto dado. Tiro des-

el la BL a cualquier punto de la CD: formo 
la"á CD3"® CB,A = BGP' y BA parale-
5»' Si. WJTÄ» * —-1* 

£° De las '•«tos tiradas en el círculo. 

5- ar 

u. Prop. 19. El radio 
cuerda la divida á ella d 

partes iguales. os 

daDAB- tí? f C£ Pedicular á la euer-
If ; I™ ,l0! r'[0S CA' CB' ,ll"e será,, do, 
HP Qua es, luego se separan igualmente de la* 
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perpendicular: luego EA — EB. Siendo la CD per­
pendicular á AB en su mitad, todos los puntos 
de la CD equidistan de A y B: luego las cuer­
das DA y DB son iguales, y por consiguiente 
sus arcos, Sea. 

La línea, que satisfaga á dos de estas cuatro 
condiciones, pasar por el centro, pasar por la mi­
tad de una cuerda, pasar por la mitad de su ar­
co y ser perpendicular á dicha cuerda, ha de sa­
tisfacer á las otras dos: porque cori dos de estas 
condiciones queda determinada dicha perpendicular, -
que por lo demostrado debe satisfacer á todas 
cuatro. 

Para dividir un arco ó un ángulo en dos par­
tes iguales, se bajará desde el vértice una per­
pendicular sobre Ía cuerda del arco. Dividiendo 
cada mitad en dos partes iguales , quedará dividi­
do el arco en 4 pai'ie° igualen. Del mismo mo­
do se podrá dividir un arco en 8, 16, 8ca. y en 
general, en el número de partes iguales, que in­
d i q u e  c u a l q u i e r  p o t e n c i a  d e l  1 .  

16. jProblema. Por tres punios dados hacer pc~ 
zar una circunferencia. 

Sean dichos puntos A, B, D. Tiro las recta* 
AB, BD. En sus mitades E F , levantóles las per­
pendiculares EH, FK. Solamente los punios de la 
EH equidistan de A y B: colímente les puntos 
de la FK equidistan de B y D: luego el punto 
C de concurso de ámbas perpendiculares es el úni­
co, que equidista de A, B, D: haciendo centro 
en G con el radio CA describo la única circunfe­
rencia, que puede pasar por los puntos A, L, D. 

Á la verdad, estas dos perpendiculares no se en­
contrarán, si los tres puutos están en línea rectcu 
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pues nos recias, perpendiculares á una misma, ?ari 
paralelas entre sí: pero si las dos rectas Aß, BD 
no forman una sola, las perpendiculares EH, FK se 
han de encontrar: pues si fuesen paralelas, por 
íer BK perpendicular á Eíí, lo seria á KF, y 
desde el punto B podrian bajarse sobre FK dos 
perpendiculares BF. BK. lo que es absurdo. 

17. Consecuencias. i.a Tres puntos, que no es­
tán en linea recta, determinan la posición de un 
circulo: pues por dichos tres puntos solo puede 
pasar una circunferencia. 

&.a Dos- círculos solo se pueden cortar en dos 
pinitos: pues si ec cortasen en tres puntos, coin-
cidirian. 

3.a Una recta no puede cortar á un círculo 
mas que en dos puntos: pues si lo cortase en tres, 
pasaría una circunferencia por tres puntos, que es­
tuviesen en línea recta, contra lo demostrado. 

4>a Dado un círculo, ó mi arco, se puede 
buscar su centro, tomando en él t^es puntos, ti­
rando dos cuerdas, y levantando dos perpendicu­
lares en i us mitades: el panto de concurso de es­
tas dos perpendiculares será el centro buscado. 
. l8' Tangente al círculo es una recta, que solo 
.ene un punto común con la circunferencia. 

Piop.- 20. £1 radio tirado al punto de con­
tacto es perpendicular a la tangente. 

Dem. Sea TG la tangente: tendrá todos sus pun­
tos fuera del círculo, excepto el del contacto F-
luego el punto F es el mas próximo que tiene 
a centro: pero la línea mas corta, tirada desde un 
punto a una recta, es perpendicular á ella: lue-o 

' me«or que cualquier otra recta CG tirada 
Vesc el centro á la tangente, es perpendicular i 
la tangente: luego &a. w 



( aa ) 
Reciprocamente, la perpendicular al radio en su 

estremo, es tangente al circulo: porque si CF es-
perpendicular á TG, es la línea mas corta que 
se puede tirar del centro á la TG: luego todos 
los demás puntos de la TG distan del centro mas 
que el punto F: luego la TG no tiene mas pun­
to común con la circunferencia, que el punto Fí: 
luego es tangente: luego & a. 

Es fácil, pues, tirar una tangente á un punto-
dado de Ja circunferencia; tirando un radio á aquel 
punto, y levantándole en él una perpendicular. 

Por un punto dado en la circunferencia solo se 
le puede tirar una tangenter pues al radio tirada 
á aquel punto solo se le puede levantar en 61 una* 
perpendicular. 

19. Prop. 21. Los arcos comprendidos entre. 
rectas paralelas son iguales. ^ 

Dem. Si las rectas son dos cuerdas DE, AB¿ 
fuera de las cuales está el centro, tirando el ra­
dio CF, perpendicular á la una, lo será á la otra; 
y dividirá por medio sus arcos: luego ti arcO 
FDA rr: FEB, y FD FE : restando , queda DA. 
= EB. 

Si las rectas son dos cuerdas DE, D'E'. en­
tre las cuales está el centro, tiro el diámetro FF* 
perpendicular á la una y lo será olta; di-
vidirá sus arcos por mitad, y  sera LK' — DJí 
— p'E'; sumando estas dos ecuaciones , y restando 
de las semicircunferencias iguales FDF', FE F , que­
da DD' = EE'. 

Si las rectas son la tangente TG y Ja cuert 
DE , fuera de las cuales está el centro, tirando 
el diámetro FF' al punto de contacto, será per-
p^adicular á la tangente, y por. consiguiente a la 
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cnerda, que le es paralela, y dividirá por medio 
feu arco: Juego FD — FE. 

Últimamente, si Jas rectas son la tangente TG-
y la cuerda D'E', entre Jas cuales está eJ centro, 
tirando el diámetro FF' al punto de contacto, se­
rá perpendicular á la tangente, y por tanto á la 
cuerda, y dividirá por medio su arco: Juego D'F' 
nr F E;: Restando de las semicircunferencias FDF', 
FE F ', queda FD' zz FE': luego &a. 

o.° Intersecciones de los círculos. 

ao. Prop. -21. Si dos circunferencias tienen un 
punto común fuera de la recta, que une sus cen­
tros , tendrán otro punto común. 

Dem. Córtense en IVx Jas circunferencias C y C: 
Tirese MI perpendicular á CC, y prolongúese has­
ta que IN sea — IM. Las oblicuas CM, CN, equi­
distantes de la perpendicular CI, son iguales, y 
por tanto N es un punto de la circunferencia C. 
Del mismo modo se demostrará que es punto He 
la circunferencia C: luego es común á ambas: lue­
go &a. 

Si dos circunferencias se cortan en dos puntos, 
la línea que une sus centro® lia de ser perpen­
dicular á la cuerda común: porque ha de tener dos 
puntos, que son los centros, equidistantes de los 
estreñios de dicha cuerda. 

Prop. 23. Si dos círculos se cortan en dos pun­
tos , la distancia de sus centros ha de ser menor 
que la suma de sus radios, y mayor que su di­
ferencia \ porque sea D la distancia de ios cen­
tros, y R y r ios radios de áoibos círculos: po* 



«er D linea reef a, será D < R r. También, por 
ser R 1 ínea recta, será D -ï- r > R, ó quitando r 
de ámbos miembros, será D > R —r r: luego &a. 

Si no tienen mas de un punto común, este ha 
de estar en la recta, que une sus centros: pues 
si estuviera fuera de ella, habria otro punto co­
mún á ámbas circunferencias. 

Si dos círculos se tocan interiormente , Dr:H 
— r. Basta ver la figura, para inferir que GG'* 
n: CA. — C' A. 

Si se tocan exteriormente , D ~ R + r : en efecto 
CC — GA + C'A. 

Si no tienen ningún punto común, y está eí 
uno dentro del otro, D < R — r: pues CD — DO 

CA — AO: luego CD es menor que DO — CA, 
Si no tienen nin gyn punto común, y está el 

uno fuera del otro, D > Ri- r: pues DC — DO -i* 
C'B + BO. 

Verificada cualquiera de estas condiciones, se ha 
de verificar la propiedad que le corresponde: por­
que hemos examinado todos los casos posibles en 
la intersección y tangencia de los círculos: y co­
mo cada condición excluye las de los demás casos, 
menos la del suyo propio, verileada la condición» 
se verificará dicho caso. Por egemplo, si la distan­
cia de los centros es igual á la suma de sus ra­
dios, los círculos se tocarán exteriormente: lo de­
muestro así: si se cortasen, será D < R f r contra 
el supuesto. Si se tocasen interiormente, seria D ~ 
R r9 y no zz R -j- r. Si fuesen interiores , seria 

' D < R r contra el supuesto. Si fuesen esterio-
res, seria D > R + r contra el supuesto: luego €3 
preciso que se toquen exteriormente. 

La tangente tirada á un círculo en su punto do 
3 
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ccnfacfo con otro, es también tangente á este se­
gundo círculo: porque debiendo estar el punto de 
contacto en la línea, que une Jos centros, di­
cha tangente debe ser perpendicular á esta linca 
y por tanto al radio del otro círculo, y tangente á él. 

2f. Problema. Por un punto dado hacer pa­
sar una circunferencia, que toque á otra dada 
en un punto también dado. 

Sea la circunferencia dada C, y los puntos A 
y B. liro en A la AT tangente al círculo C: de­
berá serlo al círculo pedido; el centro de este 
deberá estar en la prolongación del radio C A. Co­
mo AB debe ser cuerda del círculo pedido, Ja 
peí pendicular IlF en su mitad deberá pasar por 
el centro del círculo pedido: este estará en C. 
Con el radio CA describo el circulo pedido desde C. 

Dado un círculo y una recta, describir otro cír­
culo, que toque al dado, que tenga su centro en 
dicha recta y que pase por un punto dado de la 
ni is nía. 

Sea el círculo dado C, la recta dada AO, y 
A el punto de ella, por donde debe pasar la cir­
cunferencia que se pide. Tomo AR igual al radio 

cu culo dado, liro la CR, y en su mitad P 
levantóle la perpendicular PT: su encuentro con 
la AO determina el centro del círculo pedido. Por­
que equidistando de R y C todos los puntos de 
la PT, perpendicular en la mitad de RC, será TR — 
PC: quitando de ambos miembros AR. — MC por 
construcción, será TArrTM: luego el círculo des­
crito desde T con el radio TA pasará por M; y 
como la distancia de los centros TG - CM+MT, 
suma de los radios, dichos círculos se tocan es-
í enormen te; 

* 



Conocida la distancia de los centros de dos cir­
cuios y sus radios , se podrá saber si son interio­
res ó estertores, ó si se tocan Interior ó esterior-
mente, ó sise cortan, examinando cual de las fór­
mulas siguientes verifican los datos. 

D < R — r. 
I) > R + r. 
D = R — r. 
D — R t r. 
D < R t r y > R — r. 

7.a De los triángulos. 

22. Triángulo es el espacio encerrado por fret 
rectas. Lados del triángulo son las rectas que lo for­
man. El triángulo es escaleno, si sus tres lados 
son desiguales: isósceles, si dos de ellos son igua­
les: equilátero, si sus tres lados son iguales: rec-
tángulo, si tiene un ángulo recto: obtnsangulo, si 
tiene un ángulo obtuso: acutángulo, si sus tre« 
ángulos son agudos, 

Hipotenusa de un triángulo rectángulo es el la­
do opuesto al ángulo recto. Base es cualquiera de 
los lados del triángulo, sobre el cual se conside­
ra formado. Vértice del triángulo es el vértice del 
ángulo opuesto a la base. Altura del triangulo e# 
la "perpendicular tirada desde su vértice á su base. 

a3. Prop. 24. FA ángulo externo, que se for­
ma prolongando un lado de un triángulo, es igual 
á la suma de los dos ángulos internos opuestos. 

Dem. Sea el triángulo ABC!, prodigúese el la­
do AG y tírese CD paralela á A3. El ángulo 
BGJ — B por alternos: el ángulo DCK — A petf, 
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correspondientes: pero el ángulo esterno BCK — 
Bs_D+ DCK: luego también es — B + A: luc^o &a. 

Prop. a">. La suma de los ires ángulos Je un 
triángulo es — á dos rectos. 

Dem. Sea el triángulo ABC: prolongando el 
Jarlo AC, el ángulo externo BCK z= B + A : pero 
BCK f BCA — a rectos: Juego B j- A j- BCA — 2, rec­
tos : luego &a. 

24. Consecuencias. 1.a Si dos ángulos de un 
triángulo son iguales á dos de otro, el tercero 
será igual al tercero: pues es lo que falta á la 
suma de 1 os dos ángulos iguales para componer 
dos rectos. 

2-" E'1 un triángulo, que tiene un ángulo rec­
to ú obtuso, los otros dos deben ser agudos: pues 
si alguno de ellos fuese recto ú obtuso, éntrelos 
tres compondrían mas de dos rectos. 

3.a En el triángulo rectángulo los dos ángulos 
agudos deben sumar un recto, y será el uno com­
plemento del otro. 

4." Si son agudos los ángulos de la base de 
un triángulo y la altura debe caer dentro del trián­
gulo-. pues si cayese fuera, como BA en el trián­
gulo BC'C, habria 1111 ángulo recto A y un ob­
tuso BC A , que lo seria por ser suplemento del 
agudo BC C. 1 

ó.a Si los ángulos sobre la base sony el uno 
agudo y el otro obtuso, la perpendicular debe 
caer fuera del triángulo : pues si cayese dentro, 
el triángulo parcial formado hácia la parte donde 
está el ángulo obtuso, tendría un ángulo recto y 
otro obtuso. 

a5. Prop, a 6. Dos triángulos son iguales, cuan­
do tienen dos lados iguales y el ángulo com­
prendido igual. 
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Dem. En los triángulos ABC, A.'B'C, sea el la-

do AL) — Ab, AC ™ AC y el ángulo A ~ A'. 
Háganse coincidir estos dos ángulos, que son igua­
les: caerá el lado A B'sobre AB, y como son igua­
les, coincidirá el punto B' con B. También caerá 
AC sobre AC, y como son iguales, el punto C 
caerá sobre C. El lado BC, que se ajusta en dos 
puntos con BC, coincidirá con él en toda su es-
tension: luego los dos triángulos coinciden: luego 
son iguales: luego &a. 

Frop. 27. Dos triángulos son iguales, cuando 
tienen un Lado igual y dos ángulos iguales. 

Dem. Teniendo dos ángulos iguales, el tercer 
ángulo será también igual: Sea el lado igual AS 
— A'B. Háganse coincidir estos dos lados iguales: 
por ser el ángulo A' =; A, caerá el lado A'C sobre 
AC; y por ser el ángulo B = B;, el lado B'C' cae­
rá sobre BC como dos rectas no tienen mas que 
un punto de concurso, el punto C, donde se en­
cuentran A'C, B'C, caerá sobre C, encuentro de 
AC y BC: luego los dos triángulos coinciden y 
son iguales: luego ¿ka. 

26. Prop. 28. Si dos triángulos tienen dos la­
dos iguales, el que tenga mayor el ángulo com-
prendido, tendrá mayor el tercer lado. 

Dem. Sean los dos triángulos ABC, ABC'; cu­
yo lado común es AB, BC :zr BC -y el ángulo 
ABC mayor que ABC. Colocando el triángulo ABC 
sobre ABC, de modo que los lados iguales AB se 
ajusten, por ser el ángulo ABC mayor que ABC, 
ei lado BC vendrá por dentro del triángulo ABC, 
y el vértice C ó caerá en la base AG, ó fuera 
del triángulo ABC, ó dentro de él. 

Si cae el punto C en la base, el tercer lado¡ 
ÁC es visiblemente menor que AC* 
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Si ene fuera, tendremos AI + 1C > AC por ser 

AC línea recta, y por la misma razón BI-j-IC> 
Bu: sumando estas desigualdades, será AG-j BC; > 
AC iiG. Quitando de ámbas partes BG — BC por 
la hipótesi, será el tercer lado AG > AC'. 

Si ei vértice VJ cae dentro del triángulo, el 
camino AG+ CB > AC' -j- BG', por separarse mas de 
la línea recta: quitando BG — BC', será AG > AG': 
luego & a. 

Prop. 29. Si dos triángulos tienen dos lados 
iguales , el que tenga mayor el tercer lado, ten­
drá mayor et ángulo que se le opone. 

Dem. Sea AB común, BC zz BG", y AC > AG i 
Si el ángulo ABC fuese ~ ABC7, los dos triángu­
los, teniendo dos lados y el ángulo comprendido 
igual, serian iguales, y el lado AC — AC', contra 
la hipótesi. Si el ABC fuese menor que ABC', se-
* ia ei lado A J < AC , también contra la hipótesi: 
luego e¡ ángulo ABC, que no puede ser igual ni 
menor que ABC, será mayor que él: luego ¿ka. 

27. Prop. 3o. Dos triángulos son iguales, cuan­
do tienen sus tres lados iguales. 

Dem. Sea AB r= A B', AC — A'C', BC — B C'. 
E! ángulo A es igual A : pues si fuese menor, 
siendo iguales los lados que los comprenden , seria 
el ladp BC menor que B'C' contra la hipótesi, y 
ei el ángulo A fuese mayor que A', el Jado BC 
seria mayor que B C', también contra la hipótesi: 
luego el ángulo A — A , y los dos triángulos, te­
niendo dos lados y el ángulo comprendido igual, 
son iguales: lusgo &u. 

2,0. Problems. i.° Dados dos ángulos de un 
iri iigido, hallar el tercero. 
, Bu el punco O da uua recta KN, formo' los 
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ángulos MON, MOL, iguales respectivamente á los 
dos ángulos dados: y el ángulo LOK, que com­
pleta los dos rectos, es el tercer ángulo pedido: 
pues la suma de los tres ángulos del triángulo 
vale dos rectos. 

2 °  Dado un ángulo y los lados,, que lo com­
prenden, construir el triángulo. 

Sea K el ángulo dado, y m y n los lados, que 
lo deben comprender. Formo el ángulo A — K; to­
mo AB irr m, y AC — n\ y tirando la BC, el 
triángulo ABC será el pedido. 

3.a Dados un lado y dos ángulos, construir el 
triángulo. 

Busco el tercer ángulo: Sea n el latió dado, y 
k y l los ángulos adyacentes a el. Tiro la recta AB 
:—: n, y formo en A un ángulo zzz L y en B un 
ángulo = Z, y ei triángulo ABC será el pedido. 

4° Construir un triángulo, dados sus tres lados. 
Sean ra, n, p los tres, lados. Tomo CC = ra, 

y haciendo centro en C con un radio — 11 y en 

c con un radio — p, describo dos círculos. Des­
de su punto de encuentro M, tiro las MC y MC ; 
y como estas son respectivamente iguales á n y a 
p, el triángulo MCC será el pedido. El proble­
ma será imposible, á no ser que se verifiquen ca­
tas dos condiciones, que ra sea < n-\- p, y > n 
— p: pues para que se corten dos círculos es 
necesario que la distancia de los centros sea me-
.nor que la suma de sus radios, y mayor que su 
diferencia» , 

ó.° Dados dos lados y el ángulo opuesto a 
uno de ellos, construir el triangulo. 

Sea K el ángulo dado, a su lado opuesto y c 
su lado adyacente. Formo el ángulo A = K. .To» 
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mo AB = c: y desde B con nn radio rr a rIns­
cribo un círculo que cortará la AC en los pun­
tos C y C : tirando BC y BC', los triángulos ABC, 
AB ' satisfarán a la cuestión. En este problema 
pueden ocurrir varios casos. 

i.° Si a es menor que c, pero mayor que la 
perpendicular BD, resultarán los dos triángulos ya 
dichos. 

i.° Si a es mayor que c, entonces el 2.0 pun­
to C en que el circulo corta la CA, está á la 
derecha de A : pues la oblicua menor BA debe 
distar menos de la perpendicular. Entonces el trián­
gulo ABC es el único que satisface a la cuestión. 

3.° Si a es menor que la perpendicular BD, el 
problema es imposible: pues el arco descrito des­
de B no llegará á la base. 

4° Si a — BD, el arco será tangente á CA en 
D, y el problema quedará resuelto por el trián­
gulo rectángulo BD A. 

6? Construir un triángulo rectángulo, dada la 
hipotenusa y un lado. 

Fórmese el ángulo recto A. Tómese AC igual 
ni lado conocido. Hagase centro en C con 1111 ra­
dio igual a la hipotenusa, y al punto B, donde el 
arco corte la base, tiro la CB: el triángulo CAB 
es el pedido. 

Dos triángulos rectángulos , que tengan la hi­
potenusa y un lado igual, son iguales; pues estos 
datos bastan para consrrtur y determinar el triangulo. 
. Ea general, dos triángulos son iguales, cuando 

tienen dos lados iguales, el ángulo opuesto á uno 
de ellos igual, y ámbos triángulos son de una mis­
ma especie, es decir, rectángulos, obtusángulos ó 
acutangulos: pues con los dos lados y el ángulo 
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opuesto a uno cíe ellos se puede determinar el 
triángulo, con tal que se conozca su especie. 

Son cuatro, pues, los casos, en que se puede 
conocer la total igualdad de dos triángulos, co­
nocida la igualdad de algunas de sus partes: i.° 
cuando sus lados son iguales: a.° cuando son igua­
les dos lados y el ángulo comprendido: 3.° cuan­
do son iguales dos lados y el ángulo opuesto á 
uno de ellos, y son ambos triángulos de una mis­
ma especie: zj..0 cuando tienen un laclo igual y dos 
ángulos iguales y semejantemente colocados. 

7.° Inscribir un circulo en un triángulo dado. 
Sea el triángulo dado ABC. Divido los ángulos 

en A y en C en dos partes iguales con las rectas 
AO, CO: el punto donde concurran será el cen­
tro. Bajando desde él las perpendiculares OD, OE, 
OF * sobre los lados, estas perpendiculares serán 
iguales, y una de ellas será el radio del círculo 
inscripto. 
j Dem. Los triángulos AOE, A OF tienen AO co­
mún, el ángulo E — F por rectos, y los ángulos 
en A iguales por construcción: luego son iguales 

.V OE OF. Del mismo modo se demuestra que 
OE in OD : luego las tres perpendiculares OD, OF, 
OE son iguales: y haciendo centro en 0 con el 
radio OF, el círculo descrito pasará por D y E, 
y las rectas CA, CB, AB, perpendiculares á los 
radios en sus estremos, serán tangentes á dicho 
círculo i y por tanto el círculo estará inscripto en 
el triángulo. 

Lps triángulos iguales AOE, AOF dan también 
AE ~ AF, y así mismo ha de ser BF — BD, CD 
CE. Luego BC — AC zz BD — AE ~ BF — AT , 
y siepdo por otra parte ABzz:BF-rAFp será Al? 
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= 5 ( AB+ AC — EC ), EF = i (BC+ ÀB - AC). 
rBCmiilA°Br Se í)roIjaria *Iue CD —¿(AC 

?9' Prop. 3r. En el triángulo isosceles, los ün-
guos opuestos a los lados iguales, son iguales. 

L'em. liro desde el vértice Ja recta "CD á la 
• ni1 a hase- Los triángulos ACD, CDB rie­

ren el Jado CL> común, CA zz: CB por hipóte-
' í i T~ , Por construcción: Juego, teniendo 

eus Jados guales, son iguales, y el ángulo A = 
U: Juego &a. c 

Prop. c>2. En todo triángulo á ángulos igua-
les se oponen lados ¡gllales. ° 

Dem. Si el ángulo A = CEA, los lados AC, Sc 
Ii son iguales: pues sino, alguno de ellos, como 
A sena mayor que el otro: y tomando AE = CE, 

neuen"AB r '<« triángulo» AEB, ACB, que 
in / i °™"n' -AE _ EC por construcción, y 
os ángulos comprendidos A y CEA iguales por 
"Tí!'' 'ouales> lo que no puede ser! pL-
AC-cn ? "° pu ser 'S"ai al todo: ,ueS° ALj— <-«B: Juego &a. 0 

¡<nnLel triángulo equilátero los tres ángulos son 
O ales, porque se oponen á Jados iguales" v cadi 

angu o va e un tercio 'de dos rectos ó | de n,/ r^t 

•vide FiJ À a del 

pL^sLÍT y a su ü"M 

CDBe'^ienT¿aAC-CBra CDr- l0S trláng",os AC D, 
en D ifrinlr "*  ^°r ]Potesi' ángulos 

öuales por rectos, y e l  ángulo A z B  por 
Ijonerse a lados iguales: luego son iguales: luego 
3cT P ' y ,ACD = DCB: JlleS° &a-

iop. ^ Zas parles de clos paralelas, 

L 



( 3 4  )  .  ,  
interceptadas entre otras dos paralelas, so?i iguales. 

Dem. Sean AB y CD paralelas, y BD y AC 
paralelas. Tirada la AD, los triángulos ADB, ADC, 
que tienen AL) común, el ángulo BAD zz ADC 
por alternos, y el ángulo BD \ ~ D\C por al­
ternos, son iguales: luego UA — DC, y BD zz 
AG : luego &a. 

Prop. 35. Sí á dos rectas iguales las unen 
otras dos iguales, cada una será paralela a su 
opuesta. 

Dem. Sea AI» " CD, y F»D zr: AC: tirada la 
AD, los triángulos ABD, ADC, que tienen AB 
— CD, AC BD y el laclo A D común, son igua­
les: luego el ángulo BAD rr ADC, y siendo al­
ternos, Tas rectas B\, DG son paralelas: tammei 
el ángulo BD A = DAG, y siendo alternos, las rec -
tas BD, AG son paralelas: luego &a. 

Prop. 36. Si dos rectas son iguales y para­
lelas,1 las rectas que las unan, serán también 
paralelas é iguales. 

Dein. Sea AB igual y paralela a CJ. luad 
la AD los triángulos BAD, DAC, que tienen AD 
común, el lado AB = DC por la hipótesi, y los 
ángulos BAD, A DG iguales por alternos, seran 
¡guales: luego BD = AC, y el ángulo BDA -
D \C, V siendo alternos, las rectas i>D, Av^ se­
rán paralelas: luego Sea. 

3i pr0|)t 37. En todo triángulo al mayor 
ángulo se 'opone el mayor 
Dein. Sea el ángulo BAC > C. Tiro la AD 

que forme el ángulo DAC = C. En el tnangnlo 
PAC, será DA = DC, por oponerse a ángulos igua­
les- pero AD+ DB > AB, por ser AB linea rec­
ta, luego CD-i-LIB ó CB>BA: luego Su. 
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En torio triángulo al mayor lado se opone el 

mayor ángulo. 
Dem. Sea el lado BC > BA : el ángulo BAC 

no' puede ser —C, porque entonces Jos lados 
BC y BA , opuesto* á ángulos iguales, serian igua­
les contra la hipótesi. Tampoco el ángulo BAC <C 
C: pues el lado BC seria < B\, por oponerse 
al menor lado: luego, si el ángulo BAC ni es 
igual, ni es menor que C, es mayor (pie C: luego &a. 

32. Prop. 33. Dos cuerdas iguales equidistan 
del centro. 

Dem. Sean iguales las cuerdas AE, CD: M- 53 
joles desde el centro las perpendiculares OL, OI, y 
tiro los radios OD, OA. Los triángulos ODL, OAI, 
que tienen DL ~ AI por mitades de cuerdas igua­
les, OD zz OA por radios, y son rectángulos, son 
iguales: luego OL — Oí: lue^o &a. c o o 

Dos cuerdas equidistantes del centro son iguales. 
Dem. Si OL —Oí, tirando los radios OD, OA, 

los triángulos OAI, OLD; que tienen OD zz; OA 
por radios, OL — OI por hipótesi y son rectán­
gulos, serán iguales, y será Al — DL: pero estas 
son mitades de Jas cuerdas: luego las- cuerdas son 
iguales: Juego *&a. 

Prop. 39. La cuerda mayor dista menos del 
centro. 

Dem. Sea AB mayor que CD: será el arco AB 54 
mayor que CD: tomo sobre el arco AB, AE — 
CD, V tiro la cuerda AE: siendo iguales Jos ar-' J yJ 
cos AE, CD, sus cuerdas serán iguales y equi­
distarán del centro: luego OL —Oí: pero OI es 
mayor que OG, y OG, oblicua con respecto á la 
AB, es mayor que la perpendicular OK: luego OL 
> OK; luego &a, 
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Pi op. 4°* ¿a cuerda, çwe ¿/¿sia menos del 

centro, es mayor% 

Dem. Sea 0¿C < OL. Si la cnerda AB fuese rrr 
Cn, equuhstinan del centro contra la hipótesi. Si 
AB fuese < Cl), distaria mas del centro contraía 
hipótesi: luego AB, que no es igual , ni menor 
que CD, es mayor que ella: luego &a. 

8. Medida de los ángulos en el círculo. 

33. Llamase inscripto en el círculo el ánrnilo^ 
cuyo vértice esta en la circunferencia, y cuvos la­
dos son cuerdas del círculo. 

Pi op. 4*. Ija medida del ángulo inscripto es 
la mitad del arco sobre que insiste. 

Dem. O uno de los lados pasa por el centro, 
ó el centro está entre los lados, ó fuera de ellos. 

Sea el ángulo inscripto GAD, cuyo lado A D [ja­
sa ^por el centro. Tiro el diámetro EF, paralelo á 
AG. Los ángulos GAD, ECD son iguales por cor­
respondientes : pero el arco ED es medida del án­
gulo DCE; luego también lo es de^ DAG. El ar­
co ED — FA, por medidas de los ángulos DCE, 
ACF iguales por verticales: pero AF — EG por 
comprendidos entre paralelas: luego DE — EG: lue­
go DE es mitad de DG: luego el ángulo GAD tie­
ne por medida la mitad del arco DG. > 

Sea el ángulo BAG, que tiene el centro en­
tre sus lados: tiro el diámetro AD. El ángulo BAD, 
que tiene el centro en su lado AD, tiene por me­
dida la mitad del arco BD. El ángulo GAD por 
la misma razón tiene por medida la mitad del 
arco DG: luego el ángulo BAG, suma de los dos, 
jiene por medida ¿BD -'r|DG, ó ¿BG. 



Sea el ángulo II AB, que tiene el centro fuera tie 
eus lados. Tiro el diámetro AL>. La medida del 
ángulo HAD, que tiene el centro en su lado AD, 
eS ángulo, BAD por la misma razón 
es 5^0: luego la del ángulo HAB, diferencia de 
los dos es ¿HD — ¿BD, ó ¿HB: Juego &a. 

3-|~ Consecuencias. i.a Se llama ángulo del seg­
mento el que está formado por una tangente y 
una cuerda tirada al punto de contacto. Su medi­
da es la mitad del arco que subtende la cuerda. 
Jorque sea TAD el ángulo del segmento. Tiro el 
<Uá metro AD. La medida del ángulo recto TAD es 
Y de la semicircunferencia ABD. La medi­
da del ángulo inscripto BAD es ¿BD: luego la 
del ángulo TAB, diferencia de los dos, es i AB D 

,), ó ^AB: luego &a. 
2.a El ángulo inscripto en el semicírculo es rec­

to: pues su medida será la mitad de la semicir­
cunferencia. El ángulo inscripto sobre un arco, ma­
yor que la semicircunferencia, es obtuso: pues su 
medida sera mayor que la mitad de la semicircun­
ferencia. El ^ ángulo inscripto sobre un arco, menor 
-que la semicircunferencia, es agudo: pues su me­
dida sera menor que la mitad de la semicircunferencia. 

. ángulos inscriptos, que insisten sobre 
un mismo arco, son iguales: pues todos tienen por 
medida la mitad de dicho arco. 

4'a E1 ángulo inscripto es la mitad del central 
cuando ambos insisten sobre un mismo arco: pues 
e inscripto tiene por medida la mitad del arco, 
y el centra» todo el arco. 

lar^m p,'0,jle!na3- leva perpendicu-
t a VtrC"10 e wta recta sin Prolongarla. 
oca A el punto donde se cjuiere levantar una 
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perpendicular á la AB. Desde un punto cualquiera 
(J liago centro con el radio CA, y describo un 
círculo que cortará á AB en A y en B. Tiro el diá­
metro BL), y por su estremo D la cuerda DA, 
que será perpendicular á AB; porque el ár.g"lo 
DAB inscripto en el semicírculo es recto. 

2° Desde un punto, ciado fuera de un círculo, 
tirarle una tangente. 

Sea C el círculo, y D el punto dado. Desde 
D al centro del círculo tiro la DC: y haciendo 
centro en sil punto medio con un radio igual a 
su mitad, describo un círculo, que cortará al dado 

n ^os puntos By A: tirando á ellos las lectas 
)B, DA, estas serán tangentes al círculo C: por­

que tirando los radios CA, CB, los ángulos DBC, 
DAC, que insisten sobre el diámetro D^, t-eian 
rectos; luego las rectas DB, DA son perpendicu­
lares á los radios CB, CA en sus estremos: lue-
£0 serán tangentes al círculo C. 

3.° Sobre una recta dada construir un arco 
de círculo tal, que cualquier ángulo inscripto en 
él sea igual á un ángulo dado. 

Sea BE la recta dada, y A el á n g u l o  dado. For­
mo en el punto E 'el ángulo BEK A. En la 
mitad de BE, levántole la perpendicular GG: en 
el punto E levanto la EC perpendicular a EK. En 
el punto C de concurso de estas dos perpendi­
culares hago centro, y con el radio CE describo 
un círculo que pasará por B, porque el punto C, 
que está én la CG, perpendicular á BG en su 
mitad, debe equidistar de los estremos oe Ja 1»E: 
íuego el círculo, que pasa por E, debe pasar por 
B. También la EK debe ser tangente a el circulo* 
por ser perpendicular al radio CE en su es tremo. 



Sentarlo e?to, digo que cualquier ángulo inscripto 
en el arco 13R, como HOíí, es igual a! án gulo A. 

Dem. El ángulo BOE tiene por medida la mi­
ta*. del arco BE por ser inscripto: pero el án^u-1 ] )  P \ f  i 1 I O 
J<> UIILV,  por ser del segmento, tiene por medida 
Ja mitad del mismo arco: luego los ángulos BOE, 
BE V son iguales: pero BEK. ~ A por construccioi:; 
juego EOS zz A: luego Sea. 

4. Dados tres puntos, determinar un cuarto 
puno, conocidos los ángulos, que forman las líneas 
til (idas desde el a.° punto a los otros tres. 

Sean los tres puntos A, B, C: y los ángulos da­
dos Ao ß, BC C. Construyo sobre AB un arco ca­
pa?; del ángulo AC B: sobre BC tin arco capaz 
del ángulo BC C: el punto de concurso de estos 
do> ateos sera el 4.a punto. Fues tirando desde él 
rectas á los otros tres, los ángulos que estas rec­
tas foi men, inscriptos en los arcos construidos, de­
ien sei iguales a los ángulos dados, y por tan­

to dicho punto de concurso satisface á Ja ccudi-
cion del problema. 

Construir un triángulo, dada su base, su 
altura y su ángulo vertical. 

Sea b la base, h la altura, A el ángulo verti­
cal. Sobre la base BE — b construyo un arco ca­
paz del ángulo dado A. Levanto Gil perpendicu­
lar á la i>ase, e igual á h. Por su estremo II tiro 
DD paralela a Ja base, que cortará la circunfe­
rencia en D y [Y. Tirando DB, DE, DB, DE, 
ios triángulos BDE, BD'li satisfarán á la condición 
pedida: pues tienen Ja base 6, Ja altura h, y los 
ángulos verticales D y D, por inscriptos en un 
arco capaz del ángulo A, serán iguales á dicho 
ángulo A. Estos dos triángulos son iguales, por 
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tener el laclo EE común, el ángulo D = D' y el 
ángulo DEB — D BE por insistir sobre iguales ar* 
eos DB, D E. 

9'° Lineas proporcionales y triángulos semejantes. 

36. Prop. 4.2. Si sobre una recta se toman 
partes iguales, y por los puntos de division se ti­
ran rectas paralelas entre sí, que terminen en 
otra recta cualquiera, interceptarán en esta par­
tes iguales. 

Dem. Sobre Ja recta AH tómense las partes 
iguales AB, BC, CD, DE, y tirense las paralelas 
A a, B b, Ce, D d, Ee, que terminen en la ah: 
digo que las partes ab, ¿>c, cd, de serán iguales. 
Parà demostrarlo, por los puntos a, ò, e, d tiro ai9 
bl, cm— paralelas á AH. Como a¿~AB, ó/ —BC, 
ra —CD por paralelas entre paralelas, siendo AB 
~BC =CD, será ai~bl~cm'v y los triángulos aib 
blc^cmd.... tienen un lado igual, los ángulos en a, 
b, c iguales por correspondientes, y los ángulos 
en b, c, (/ iguales por correspondientes: luego son 
iguales: luego ab ~bc~cd\ luego &a. 

Prop. 4^ Si tres paralelas cortan á dos rectas», 
las cortan en partes proporcionales. 

Dem. Si á las rectas All, ah las cortan las pa­

ralelas A a, Ee, IIA, gerá ó componiendo 

zz: Puede suceder que las partes EH, EA sean 

conmensurables ó inconmensurables entre sí. 
Si son conmensurables, tendrán una medida co­

mún, que cabrá un número exacto de veces en EH 
y en EA, y tirando por los puntos de division pa-



ralelas a A a, interceptarán en la ah partes igua­
les, de las cuales habrá tantas en he y ea, corno 
veces cabe en Ell y EA su medida común: luego 
la razón de he á ea será la misma, que de 
HE á EA, 

Si son inconmensurables, dividiendo la EA en 
cualquier número de partes iguales, y llevando una 
de ellas sobre la Eíl, ningún punto de division 
podrá caer en H, pues serian en este easo conmen­
surables las Eíl, EA. Sea, pues, I el punto de di­
vision mas cercano á H: tiro I i. paralela k A a, y 
como AE y El son conmensurables, tendremos 
El ei T, 
ea"—¿7* "ongo por El su igual EH — HI, y 

„7 .  T /  EH III  eh h¿ TTT por e¿, eh — /¡i, y sera — ^n~ —. HI 
J Ü jA ea cu 

y hi pueden ser cuan pequeñas se quieran, to­
mando mayor número de partes en la EA , lo que 
aproximará el punto I al punto H cuanto se quie­
ra: luego si los dos miembros de Ja ecuación son 
iguales en cualquier grado de aproximación á sus 
límites, sus límites lo serán también, y por tan-
EH eh 
ea Ta: IueS° &a-

37. Prop. 44. Si en un triángulo se tira una 
recta parálela á un lado, cortará los otïos dos 
en partes proporcionales. 

Dem. Sea el triángulo AHC i Si EB es para­

lela á HC, será Porque tirando por A 

la A a paralela a EB, y de cualquier tamaño, y 
tirando ah paralela á AC, y prolongando EB y 
HC hasta a/i, por estar las dos rectas AH, ah 
cortadas por las tres paralelas A a, Ee, II/z, será 
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EH — Pero ae — Au, y «An BC por para-* 

lelas entre paralelas: luego -^íT — ~Fü": 'ueg° &a* 

Reciprocamente, si una recta corta proporcio­
nalment^ dos lados de un triángulo, es parale­
la al tercero. 

gß Dem. Si ~ , E8 es paralela á HG : por-
- _ JA que sino, lo sena a otra recta HL, y seria -¿y 

-=: BTT * ^ieg° estas dos ecuaciones, que tienen los pri­

meros miembros iguales, tendrán también iguales los 

segundos, y será -j^r- n: y¿7: sieil<^° en estos dos 

quebrados iguales los numeradores iguales, también 
lo serán los denominadores j BL rz BC, el todo 
igual a la parte, lo que es imposible: luego HL 
no puede ser paralela á EB, ni otra alguna rec­
ta , que no sea la HG: luego &a. 

Prop. 45. Si á varias rectas, que salen de 
un punto, las cortan dos paralelas, las cortan en 
partes proporcionales. 

67 Dem. Sean las rectas AB, AG, AD, AE, AF, 
cortadas por las paralelas BF, bf En el triángu­

lo ABC, por ser be paralela á BG, será =: 
AC En el triángulo ACD, por ser cd paralela á 

, será AC 
Ac 

AD , . . -jj; del mismo modo se prueba 
AD AK AE AF luego AB AC 

; A d — X T ' y  que ~Äe~ —• ~Af ' luego A ò """ A* 

II S!
3 

li su 

luego 8ca« 



33. Problemas. i.° Á tres rectas dadas ha­
llar una 4.a proporcional 

Sean Jas tres rectas m, p. Formo el ángulo 
HAC. Tomo AEzzrw, AB zz «, y tiro Ja EB; 
íomo AH — p, y tiro IIC paralela á EB; será 

AC la 4.« proporcional: porque siendo EB para­
lela á IIC, será ü — ±5 ó - — JL. 

Aß — AC5 /i — AC 
ä. Dividir una recta en cualquier número de 

partes iguales. 
Sea AF la recta dada. Tiro cualquier recta Fa, 

y tomo sobre ella tantas partes iguales, como debe 
tenei a recta dada: Desde a9 adonde llega la úl­
tima, tiro Aa, y por los demás puntos de divi­
sion tiro paralelas á Aa. Estas paralelas, que 
I TA11 .a *n partes lZua]es> dividirán también 
a D O • mismo n"mero de partes iguales. 
, ; Dlmdir una recta en partes proporcionales 

a las de otra recta dada. 
rml^U^10| c'*vjc^r recta AF en partes proporcio­
nales a las de la recta af Tiro por F la Fa\ y 
tomo sobre ella sucesivamente Jas partes de la 
por el ultimo punto a' tiro la Aa' y por los de-
mas puntos de division sus paralelas, y dividirán 
Fa' ó ¿e fa**™ proPorcionales á las partes de 

39. Dos triángulos son semejantes, cuando tie­
nen sus ángulos respectivamente iguales. 

r°p. 46. Dos triángulos son semejantes i.® si 
lenen dos ángulos del uno respectivamente igua-
Lis0A ángulos del otro-.porque los terceros 
ángulos deberán ser también iguales. 

*" tLeneri sus lados respectivamente parale-
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los: porque lo? ángulos tor ni ados ele lado? para­
lelos son iguales. O 

3.3 Si tienen sus lados respectivamente per-
pendiculares. 

Dem. Sea AC perpendicular á AC, RC per­
pendicular á BC, y A'B' perpendicular á AB. Di­
go, que el ángulo C ~ C, A' z: í\, B' rr: B. Por­
que prolongando A C y B'C Insta (¡ue se en­
cuentren con la AC, en el triángulo rectángulo 
EG F, sera el ángulo C complemento de E, y en 
el triángulo rectángulo ECG, será el -ángulo C 
complemento de L: pero los ángulos de un mis­
mo complemento son iguales: luego C — C : del 
mismo modo se probará que A — A', y B zz ó : 
luego &a. 

4.0 Si tienen sus lados proporcionales 
_AC BC_ 

A ' B '  —  A ' C '  —  B ' C '  
_ AB A*" BG i r* . a /T» < 

Dem. Sea t̂ í = TT'.' — ivíT: tomo A ) — A B , 
,  A B  A C  

y tiro DE paralela á BC, sera — AE peí o 

~ = £• •• '-go = X AE = A'C'. Tiro 
B C  .  - p  &  ' t  

EF paralela á AB, y sera AE rr: yF"' Pero ^ ̂  

y BF zz DE por paralelas entre paralelas: luego 
i C  B C  A C  B C  .  B C  B C  ,  

A'C' "DE"*' Per° A X ?  —  B ' C '  , l i e o °  D i i  —  B ' C "  

go DEzzBC; luego los triángulos ADE, A'BC, 
que tienen sus lados iguales , son iguales: pero 
ADE es semejante á ABC, porque tienen el án­
gulo A común, y los ángulos en D y B iguales 
por correspondientes: luego ABC y A u C sou 
semejantes: luego Sea. 

á.° Si tienen un ángulo igual comprendido cu­
tre lados proporcionales. 
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Dem. Sea el ángulo A n: A', y -^7 rr Co« 

Joco el triángulo A'ß'C' sobre ABC, de modo que 
ie ajusten los ángulos iguales en A, y la base B 
venga á ser DE. Como por la hipótesi hay pro­

porción > seri* DE paralela á BC, y los 

ángulos en D y B iguales por correspondientes; 
luego el triángulo A DE, ó A'B'CT es semejante á 
ABJ, pues tienen dos ángulos iguales: luego. &a. 

40. Lados homólogos son ios que se oponen á 
iguales ángulos en los triángulos semejantes. 

Prop. 4 .7. Los triángulos semejantes tienen sus 
lados homólogos proporcionales. 

Dem. Sean semejantes los triángulos ABC, A B C'; 
será el ángulo A — A', B = B', C — C. Coloco 
el triangulo ABC sobre ABC, de modo que el 
ángulo A' coincida con su igual A, y el lado BC' 
caiga en la posición DE; por ser el ángulo B4 

o D igual al de la misma posición B, será DE 
paralela á BC, y cortará proporcionalmente los la-

.los AB, AC; luego £=-£; ó £ = ¿L Ti-

ro por E la EF paralela à AB, y cortará pro­

porcionalmente a. AC y BC: luego —"Tlir, ° 

por ser BF — DE por paralelas entre paralelas* 
'  A n  B C  

,era A~C ~WU: ,ueS° 

Prop. 48. Las paralelas, que cortan á va­
rias rectas, que salen de un mismo punto, es­
tán cortadas por estas rectas en partes propor­
cionales,. 



Dem. Los triángulos ABC, A be semejantes, por 
tener el ángulo en A común y por cor­

respondientes , dan ~ Los triángulos CAD 

Cud semejantes por la misma razón,, dan -=2 
CD -i • • ~~¡r(i : luego por igualdad de los primeros miem-

*  B C  C D  .  C D  
s' "Te" ~~ ~cd' mismo modo probare que 
D E  D E  E F  _  

= -dT> y -Je ~ ~¡f - lueg° &a. 

41. Llamase escala una recta, dividida y sub-»-
dividida en partes, de las cuales cada una repre­
senta en el papel una unidad de las que sirven 
para medir el terreno. 

Para formar una escala de 1000 partes, se di­
vide la recta en 10 partes iguales, y cada una 
de ellas, como desde 1 hasta 100, representará 
lina centena. La primer centena se divide en 10 
partes-iguales, y cada una de ellas representará 
una decena. Para representar la unidad, es nece­
sario tomar la décima parte de la decena, opera­
ción difícil, porque para que las partes de es­
cala no sean muy grandes , debe ser pequeña la 
decena. Para tomar la unidad con mas facilidad, 
se forma un rectángulo sobre la centena, cuya al­
tura, de tamaño arbitrario, se dividirá en 10 par­
tes iguales, y se tirarán por sus puntos de divi­
sion paralelas á la centena. Tirando transversales 
desde los puntos de division de la centena supe­
rior á los inmediatos dé la inferior, estas seña­
larán en la primer paralela, que encuentren, una 
unidad de la escala , en la segunda a, en la 3.a 3, 
Sea.: porque los triángulos que forman con la al-



fura del rectángulo, son semejantes, y las Lase« 
de dichos triángulos deben estar entre sí en la 
misma razón que las divisiones de la altura. 

Con esta escala es fácil pasar sobre el papel 
una línea medida en el terreno, dándole tantas 
partes de escala, como unidades tiene. También es 
fácil saber cuantas unidades tiene una línea del 
papel, cogiéndola con el compás, y viendo sobre la 
«scala cuantas partC3 coge de ella aquel intérvalo. 

4Problemas. i.° Medir una altura inaccesi­
ble por su estremo superior. * 

Sea EF la altura, que quiero medir. Á una 
distancia competente de su estremo inferior E, fijo 
dos jalones CD, AB, perpendiculares á Ja recta 
EA, que tiraré en el terreno, y alineo al ojo los 
€stremos D y B con el vértiee F de la altura. 
Considerando tirada la recta BG paralela ai 
horizonte, los triángulos BGF, BHD, semejantes 
por tener el ángulo común B, y los ángulos ea 
TT BU BG 
Ii y G rectos, dan gg — En esta proporción 

©s conocido BH AC, distancia de los jalonesr 

lo es HD, diferencia de ellos: lo es BG — AE, 
distancia del jalón mas apartado del edificio al 
pie de este: luego podré conocer por 4.0 término 
Ja GF; y añadiéndole GE ó BA, longitud del me-
nor jalón, tendre la altura EF, que se ha pedido, 

a* Medir una altura enteramente inaccesible. 
Este problema se reduce al anterior, tomando un » 

|)unto cualquiera A y determinando su distancia AE 
»1 pie de la altura, á que no se puede llegar. Para 
determinar la AE, levantóle en A la perpendicular 
AB de un tamaño proporcionado, y en B tiro la 
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tQ perpendicular a AB de nn tamano arbitrario. 
Tiro desde Q la visual QE, y marco el punto O 

en que corta la AB. Los triángulos semejantes 

EA.O, OEQ dán ^ = 4?' 1lle determina la AE. 

Esta misma operación sirve para determinar una 
distancia, accesible solo por un estremo. 

3.° Determinar una distancia inaccesible por 
ambos estreñios. 

6 Ser AB la recta inaccesible. Tómense tres puntos 
O, M, N, desde los cuales se descubran los estre­
ñios 'de AB; tírense OM, ON, y las visuales OA, 
03, MA, NB basta donde se puedan prolongar: 
tómese BN = ̂ 0N' tiro RS Paralela 0B'. Y 
como corta á NO en su mitad, cortaia también 
á BN en su mitad, y será BS ^BN. Tiro ST 
paralela á ON, y cortará á BO en su mitad T. 

Con una operación semejante corto á OA en su 
mitad Q: tiro la QT, que será paralela á AB, 
porque corta proporcionalmente los lados OA, OB 
del triángulo OAB: luego los triángulos OQT, OAB 
son semejantes, y sus lados proporcionales; y como 
OQ es mitad de O A-, será QT mirad de Atf; 
luego doblando la QT, se tendrá el valor de AB. 

Si las visuales 110 se pueden prolongar mucho, 
tómese BN rr á la 3.* ó 5.a parte &a. de ON; y 
saldrá la QT una parte semejante de AB. 

4.3. Prop. 49. Si clos rectas están cortadas 
por tres paralelas equidistantes, lo estarán en su 
mitad; y la paralela de en medio será igual á 
la semisuma de las otras clos. 

Dem. Si las paralelas Art, Ee, Hh son equidis-
tantes, cortarán á las rectas All, ah en la mis-

6 
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ma proporción, qne a la perpendicular, que «« 
tira?e entre ellas, es decir, por mitad. 

También tirando AG paralela á a/i, es Be — Áa 
por paralelas entre paralelas, y EB zz ^IÍC, por 
6er Aß nr -|AH: luego E e — Aa J- -|HG ZU A a + -|H h 
•— a zz \\\h-\-~¡\a \ luego &a. 

Prop. 5o. Si desde el vértice del ángulo recto 
de un triángulo rectángulo se baja una perpen­
dicular sobre la hipotenusa, quedará el triángulo 
dividido en dos semejantes al total y semejantes 
entre sí. 

Dem. Sea el triángulo rectángulo ABC. Bajo 78 
AD perpendicular sobre la hipotenusa: el triángulo 
BAD es semejante al total BAC, porque tienen el 
ángulo B común, y los ángulos en D y A iguales 
por rectos: por la misma razón el triángulo CAD 
es semejante al total: luego todos tres son seme­
jantes : luego íka. 

Consecuencias. 1.a La perpendicular bajada des­
de el vértice del ángulo recto de un triángulo 
rectángulo sobre la hipotenusa es media proporcio­
nal entre los segmentos de esta : porque los trián­
gulos semejantes BAD, DAC tendrán sus lados 

proporcionales, y darán zz ó DA^ —BDxDC. 

2.0 Cada lado del ángulo recto es mecho pro­
porcional entre toda la hipotenusa y el segmento 
correspondiente: porque los triángulos semejantes 

BAD, BAC dán ~ ó AB5 = BC x BD. 

También en los triángulos semejantes CAD, CAB 
CD AC sc tiene ^ = B(f, ó AC' = BC x CD. 

7 
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3.n El cuadrado de la liipotctiusa de un trián­

gulo rectángulo es igual d la suma de cuadra­

dos de los otros dos lados. Porque siendo Ali 

BC X BD y AC2 zu BC x CD, sumando será Aß t 

AC* = BC X BD + BCxCD = BC ( BD + CD ) = 

BC X BC =r BC1. Esta famosa proposición es la 47 
del libro i.° de los elementos de Euclides y la mas 
clásica de toda la Geometría. 

4.a En el triángulo rectángulo, dados dos de 

sus tres lados, se puede determinar el que fal­

ta. Porque sea a la hipotenusa, b y c ios lados; 

será a — l? + c3, y en esta ecuación, dadas dos de 
las tres cantidades a, b, c, se puede determina! 
la tercera. 

0.a El cuadrado del lado opuesto á un ángu­

lo agudo en un triángulo es igual á la suma de 

cuadrados de los otros dos lados, menos a os ve­

ces el producto de uno de ellos por la distancia, 

clel vértice del ángulo agudo d la altura bajadet 

sobre él: y -ir 
El cuadrado del lado opuesto a un ángulo ob­

tuso en un triángulo es igual á la suma üe cua­

drados de los otros dos lados mas dos veces el 

producto de uno de ellos por la distancia del ver-

tice del ángulo obtuso á la altura bajada sobre el. 

Dem. Tirada sobre AC la perpendicular BD, 
79 resaltan dos triángulos rectángulos BDA, BDC, 

que dán AB* = BD% AD% BD* = BC* - CD'í 

luego AB* = BC2 - CD* -i- AD\ Si CD = AC -
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AD, como sucede cuando ei ángulo C es agudo5 

será AD' — CD" — AG" — aAC. CD , y AB' = 

BC + AC1 — a AC. CD. 
Si CD — AD — AC, como sucede cuando el 

ángulo C es obtuso, será AD* — CD* = ACV 2AC. 

Cl)jy AB' — BC%-AC%. 2AC. CD; luego &a. 
.a a los los lados de un triángulo, es fácil 

determinar de que especie son los ángulos opuestos: 
pues si el cuadrado (Je un lado es igual á la su­
ma ( c cua hados de los otros dos, su ángulo o pues.» 
to sera recto: si es menor que dicha «ama, su 
angn o opuesto será agudo; y si es mayor, obtuso. 

7P La perpendicular bajada 
c a c." cunfercncia sobre 

proporciona! entre los segmentos del diámetro, y 
la cuerda tirada al estremo 
dia proporcional entre el 

con escondiente •. porque el triángulo, que forma el 
c lametio con las do3 cuerdas tiradas á sus estre­
ni >», es rectángulo, por ser recto el ángulo, crue 
inst»te sobre el semicírculo: pero en el triángulo 
rectángulo la perpendicular es me,lia proporcional 
entre los segmentos de la hipotenusa, y cada la -

o del ángulo recto es media proporcional entre 
hipotenusa y el segmento correspondiente: luego &a 

SP ¿os cuadrados de 
los estremos del diámetro son como los segmentos 
correspondientes de este. 

entre "el dir'? Cada .CUert'a me'1!a l'rororc'onal lametro y eI segmento correspondiente, 

.erá AB' = BC X BD, y AC* = BC X CD: lüegi 
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AB* RD , c - ,:r = 7d : ,ues° 
AL 

44.. Prop. 5r. Si dos cuerdas se cortan en un 
círculo, el producto de las partes de la. una, es 
igual al producto de las partes de la otra. 

Dem. Sean las dos cuerdas BC, DE. í iro las 
BE, CD: los triángulos AC D, ABS son semejantes, 
porque tienen los ángulos en A iguales por vér-
ticales, y el ángulo B D, por inscriptos que in­
sisten sobre un mismo arco CE: luego son seme-

, AB 
jantes, y sus lados proporcionales; y sera — 

~|r, ó AB X AC = AD X AE: luego Sea. 

Prop. 5a. Si desde un punto tomado fuera de 
la circunferencia se le tiran dos secantes, cada 
una multiplicada por su parte esterna da el mismo 
producto. . 

Dem. Sean las dos secantes AC, AE. I iro bu 
y DE. Los triángulos ABC, ADE tienen el án­
gulo en k común, y los ángulos C y E iguale«, 
por inscriptos que insisten 6obre un mismo arco 
BD: luego son semejantes y sus lados proporcio­

nales , y será 41 — ~AD>'0 AC x AD m AE x AB^ 

luego Sea. , _ f , 
Prop. 53- Si desde un punto dado fuera ele 

la circunferencia se le tiran una secante y una. 
tangente, la tangente será media proporcional en­
tre la secante y la parte esterna. 

Dem. Sea AE la secante, y AB la tangente. 
Tiro BE y BD. Los triángulos ABE, A::JD tienen 
el ángulo A común, y el ángulo EzzABD^puef 

i 
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ambos tienen por medida la mitad del arco BD, 
el primero por inscripto, y el segundo por formarse 
de una tangente y una cuerda; luego estos dos 
triángulos son semejantes, y sus lados proporciona-
1 AK AB i . les; esto es, AB == AÜ: IueS° Aí: - AD x AE: 

luego &a. 
45. Prob. Entre dos rectas dadas hallar una 

media proporcional. 
Sean las dos rectas ra, n Tomo sobre una misma 

recta I>A —. ra, AC — n. Sobre BC describo uu 
•emicírculo: levanto en A, A D perpendicular a 
BC, y será media proporcional entre los segmen­
tos BA, AG del diámetro; ó entre las dos rectas 
dadas ra y n. 

Dividir una recta dada en media y estrema razón 
es dividirla en un punto tal, que Ja parte mayor 

sea media proporcional entre toda la recta y su 
parte menor. 

Dividir una recta en media y estrema razón. 
Sea la recta dada AG. En su estremo A levan­

tóle la perpendicular AD — \AG. Haciendo centro 
en D con el radio DA describo un círculo; ti­
róle por el centro la secante CD. Tomo su parte 
esterna CE sobre GA, y señalará el punto B, en 
que CA estará dividida en media y estrema razón. 

Dem. Siendo CE' secante, y CA tangente, por 
ser perpendicular al estremo A del radio, será la 
tangente media proporcional entre la secante y el 

, CE' CA 
segmento esterno: luego — TJfcT* restando nu­

meradores y denominadores, resultará un quebra­

do igual á cualquiera de estos, como : luego 



( s4 ) 
CA CE-CA 
ci£ — CA-CE": Pero CE' — CA rr CE, por ser CA 

iz; al diámetro del círculo EE', pues ^CA fué su 

radio, y CA — CE — AB: luego lue­

go CB zz; AC X AB: luego &a. 

De los polígonos. 

46. Polígono es toda figura terminada por lí­
neas rectas. Cuadrilátero es el polígono de 4 la­
dos: pentágono el de 5: exágono el de 6: octó­
gono, el de 8: decágono, el de 10: pcntcdecá-
gono el de i5, £ka. 

Diagonal es toda recta tirada desde un ángulo 
á otro opuesto en una figura. 

síngulos salientes son aquellos, cuyos lados for­
man un contorno convexo con los adyacentes de 
la figura; y ángulos entrantes son aquellos, cu­
yos Jados y los adyacentes de Ja figura pueden 
ser cortados por una recta en mas de dos puntos. 

Prop. 64. La suma de los ángulos interiores 
de un polígono es igual á tantas veces dos rec~ 
tos como lados tiene menos dos. 

Dem. Tirando diagonales desde un ángulo á los 
opuestos, resultarán tantos triángulos, como lados 
tiene, el polígono menos dos: porque todos los la­
dos del polígono, menos los dos adyacentes al án­
gulo, serán bases de dichos triángulos. Los tres án­
gulos de cada triángulo valen 2, rectos: pero Jos 
».n culos del polígono se componen de h* ángulos 
de estos triángulos: luego 
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Prop. 5."). La suma de los ángulos cstcñores 
de un polígono, que resultan prolongando lodos 
sus lados en un mismo sentido, es igual á 4 recios. 

Dem. Sea n el numero cíe Jados del polígono. 
Cada ángulo esterior con 6ii interior suman 1 rectos: 
.mego la suma de ángulos interiores y- exteriores 
es aR X n. La suma de los interiores se La de­
mostrado que es zz aR ( n — 2 ) zz iKn — 4R Res­
tando de la suma total, queda 4R, suma de los 
esteriores ¡ luego &a. 

47. Polígonos regulares son los que tienen to­
dos sus lados y ángulos iguales: irregulares los que no.-

El valor de cada ángulo interior de un polígo­
no regular se halla partiendo la suma de sus án­

gulos por el numero de ellos; -— es la fórmu­

la, que representa el valor de un ángulo interior 

de un polígono regular de n lados. 
Los cuatro ángulos de un cuadrilátero valen 4 

rectos: porque la fórmula aR ( n — a ), siendo n 
= 4, se convierte en 4R. 

El cuadrilátero, que tiene dos lados paralelos, y 
Jos otros dos no, se llama trapecio. 

Paralelogramo es el que tiene cada lado para­
lelo á su opuesto. 

Si un cuadrilátero tiene cada lado igual á su 
opuesto, ó dos lados opuestos iguales y paralelos, 
es paralelogramo; porque en ambos casos los la­
dos opuestos son paralelos. 
. E" todo paralelogramo los lados opuestos sou 
iguales, por paralelas entre paralelas. 

En todo paralelogramo los ángulos opuestos son 
iguales, por suplementos de uno mismo, que es 
el adyacente á ambos, 
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Si r.n paralelogramo tiene un ángulo recto, o 

serán todos cuatro; porque el opuesto le es igua , y 
los adyacentes son sus suplementos. 

Rectángulo es un paralelogramo, cuyos cuatro 

a"prop. *56.ielas diagonales de un rectángulo son. 

'""Dem. Los triángulos ADC , BDC tienen los án­
gulos en D y C iguales por rectos, el lado UC 

« n\ Inflo AD —BC por opuestos ele un común, y el lacio /w— ^ t i ~ 
paralelogramo: luego son iguales, y At - i>u. 

laeCua£ado es un rectángulo, cuyos cuatro lados 

°OVm¿0lecs un paralelogramo, cuyos lados son 

iguales, sin ser rectos sus ángu os. ¿¡neo* 
Prop. 57. En todo paralelogramo las dtag 

nales se cortan en su mitad. T trian-
Dem. Sea el paralelogramo ADCB. 
1 A OH BOC tienen los ángulos en O i-,ua 

í£ portille,, los ángulos W OCB lgua-
les por alternos; y el lado AD = BC por opues-
tos de un paralelogramo: luego son igua e*, y 

OP V DO — 08: luego &a. 
Prop. ' 58. En todo rombo las diagonales son 

TttXZÍa - w. « '-!»• 
0B _ OD, porque la diagonal de un para tlo-

or amo "es tá d i vid ida en su mitad por la otra, nene 
Fa AOC dos puntos equidistantes de D y B. uego 
es Dernendicular á D ti: luego &a. 

Cuando todos los lados de un polígono> son1 cuear­
das de un círculo, se dice que el polígono es a 
• . ,,1 círculo ó el círculo cincunscnpto inscripto en el circuio, 
al polígono. 
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Cuando todos los lados de un polígono son tan­

gentes de „„ círculo, se diee que el polígono 
esta circunscripto al círculo ó el círculo inscripto 
en el polígono. 1 

48. Prop. 5 > Tocio polígono regular puccle ins­
truirse y circunscribirse en un círculo. 

Rem. Sea regular el polígono ABCDEF. Divido 
rectas5 A0rteSRnSUaleS '°S en A X B con la, • as AO, BO, que se encontrarán en 0: tire la 
V.L. J.,'J|S° <llie esta será igual á OA y OB v 
mdó OAR"" ""?? "I à0gul° en C- Por<llle el 
kp es ls°sceles, por ser los ángulos OAB 
OB A Iguales por mitades de los ángulos iguale! 
del pol.gono. Ademas, el triángulo OBC es igual 
i OAB, por tener el lado OB común, BC - BA 
por at os de un polígono regular, y los ángulos 
comprendidos OS A, C3C iguales por construcción 

ufo oc - OT'°B<íG-eS tf,nbien íceles, y por tanto OG_OB, y el ángulo OCB = OBC es tam-
,1Utad deJ ángulo del polígono. Del mismo 

morlo demostraremos que OD, OE, OF son iguale, 
íuel' yh f" POr mCdÍ0 el à"SuI° del Polígono. Luego haciendo centro en O con el radio OA 
Ja circunferencia que se describa pasará por to­
dos los vertices del polígono, y por tanto este 
quedara inscripto en ella, 

alTia,rfÍeiVl8Í ?esde °,baí° la °G perpendicular 
al lado del polígono, I0 dividirá por medio T 
haciendo centro desde O con el radio OG, la circ'un-
íerencia, que se describa, pasará por los nunto« 

r erd°a, iiuale^n1 slendo *«°» 
• del circulo circunscripto deben 

Sa es cí ladentTi y í°m° en dich0s Puntos 
ios el lado del polígono perpendicular al 

ft 
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rallo, scr;ín fruientes á la cirounfórencía, y que­
dará el polígono circunscripto á ella: luego'&a. 

Llámase centro ele un polígono regular el centro 
de sus círculos inscripto y circunscripto. Radios 
oblicuo'} del polígono son ias rectas tiradas desde el 
centro á los ángulos; que deben dividirlos por medio. 
Radios rectos ó apoteemas del polígono son las 
perpendiculares bajadas desde su centro sobre los 
lados; que deben dividirlos por medio. 

Para circunscribir r.n círculo á un polígono re­
gular dado, tírense dos radios oblicuos, dividiendo 
por medio dos ángulos contiguos. Ll punto de sil 
encuentro será el centro. Haciendo centro en él 
con el radio oblicuo, se tendra la circunferencia 
circunscripta al polígono. 

Para inscribir uu círculo en un polígono dado, 
tiro dos apoteemas , levantar do do* perpendiculares en 
las mitades de dos lados contiguos: el punto de su 
encuentro será el centro. Unciendo centro en él 
con Ja apoteema, tendré la circunferencia inscripta. 

síaguí o del centro del polígono es el formado 
por dos radios oblicuos contiguos: su medida debe ser 
el arco que subtende el lado del polígono en el 
círculo circunscripto. Este arco es igual á toda 1a 
circunferencia, ó 4 rect > dividida por el núme­
ro de lado*. 

49. Problemas. i.° Dado un círculo y un po­
lígono regular inscripto en él, circunscribirle oiré 
polígono del mismo número de lados. 

Tírense tangentes ea los puntos medios de los 
arcos, que subtenden los lados del polígono ins­
cripto: y estas tangentes formaran el polígono cir­
cunscripto. 

Dem. Sea el polígono inscripto ÁBJDEF. Las 
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tangentes ab, be, cd, &.i. por ser psrpent!¡cilia­
res á los radios Og, O i &a. son paralela? á los la­
dos del polígono inscripto, forman .'ngnlos iguales 
á los de este, y por consiguiente iguales entre sí. 
Ademas, los triángulos GO'i, BOI iguales, por ser 
rectángulos, y ser Oi3 común, y 0& m Oí por apo-
teemás, son iguales; luego el ángulo GO \ -zn BOÍ, 
y el ángulo GOI está dividido en su mitad por 
Ja 03. También los triángulos gOb, bOi tienen, c. le­
mas de ser rectángulos, Ob común, y O^ m Or. 
luego' son iguales \ luego Ja bO cíivide también por 
mitad el ángulo GOI, y por tanto, cae sobre la 
OS: luego las dos tangentes cib, be se encuentran 
en la prolongación del radio 013. Los triángulos 

~, OR KA. , semejantes OBA, Oba dan los triángu­

los semejantes 03C, 06c dan- ZZ : luego por 
. , . , KA BC 

«er los primeros miembros iguales,-^- zu pero 

BA — BC, luego ba ~ be. Lo mismo se probará 
de los demás lados del polígono circunscripto abedefa 
y siendo sus ángulos iguales, se infiere que es regular. 

Pudiera circunscribirse el polígono pedido tiran­
do tangentes en los vértice* del polígono inscrip­
to: el polígono formado de estas tangentes seria re­
gular, por la igualdad de los triángulos formados 
sobre los Jados del inscripto. 

a.° Dado un círculo y un polígono circunscrip­
to á él, inscribirle otro del mismo número de lados. 

Tiro los radios oblicuos del polígono circunscrip­
to, y los puntos en que corten Ja circunferencia, 
eerán los vértices del inscripto; porque se ba de­
mostrado que el centro y. cada dos vértices cor* 



, w respondientes del polígono inscripto y del circuns- * 
cripto deben estar en una misma recta. 

3.a Ei i un círculo ciado inscribir un exágono 
regular. 

Llévese el radio como cnerda sobre la circunfe­
rencia, y la dividirá en seis partes iguales: porque 
el lado del exágono regular es igual ai radio del 
círculo circunscripto. 

Dem. Sea FE el lado del exágono regular ins­
cripto; tirando los radios OF4 OE, será el ángulo 

del centro 0 ~ m ¡R: y como los tres ángu­

los de un triángulo valen dos rectos, la suma d0 

los ángulos OFE, OEF será rr aR —> -JR R ; 

y como estos dos ángulos son iguales, por ser isós­
celes el triángulo OFE, cada uno vale -f R, y es 
igual al ángulo O: luego el triángulo OFE es equián­
gulo, y por tanto equilátero: luego FEzz:OF: 
luego &a. 

4Inscribir en un círculo dado un triángula 
equilátero. 

Inscríbase en dicho círculo un exágono regular 

Í
r tomando arcos dobles de los que subtenden sus 
ados, las cuerdas de estos arcos formarán un trián­

gulo equilátero: porque siendo iguales dichos ar­
cos dobles, lo serán sus cuerdas. 

Para hallar el valor del lado FD del triángulo 
equilátero inscripto, tiro los radios OF, OD, que 
«iendo iguales á los lr.dos DE, EF del exágono 
regular inscripto, forman con ellos un rombo, y 
sus diagonales DF, OE 6e cortan perpendicular-
mente. En el triángulo rectángulo DIO, e» DI =? 
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y (DO1 — Of): pero Ol — JOE zz JOD: luego Dr 

rry^DO^ zz JDOV 3: luego su doble DF — DO/3. 
Luego el lado del triángulo equilátero inscripto 
es inconmensurable con el radio. 

3 ° Inscribir en un círculo dado un cuadrado. 
Tírense dos diámetros perpendiculares, y tírense 

cuerdas por sus estreñios, y formarán el cuadrado. 
El lado del cuadrado inscripto A D se halla en 

el triángulo rectángulo ADC, en que AD%. DC* 

n AC1: pero DC — AD: luego aAD^ — AC zz 

4AO*: luego AD" =z 2AO1, y AD — AO / 2: lueço 
el lado del cuadrado es inconmensurable con el ra­
dio del círculo. 

£1 lado del cuadrado es inconmensurable con su 
diagonal: porque esta es el diámetro del círculo 
circunscripto, y si el lado del cuadrado inscripto 
es inconmensurable con el radio del círculo, lo 
será también con el diámetro. 

(T. En un circulo dado inscribir un decágono 
regular, 

Divídase el radio en media y estrema razón, y 
911 segmento mayor será el lado del decágono re­
gular inscripto. 

Dem. Sea AB el lado del decágono regular ins­
cripto. Tiro los radios OA, OB, y Ia BC, que 
divida por medio el ángulo OBA. El ángulo 0 zz 

70R=|R: luego OBA-Í-0AB zz aR — fR =-gR,y 

como son iguales, será cada uno z= »IR: luego el án­

gulo ABC = |-R = 0; luego loa triángulos AOB^ 
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ABC tienen el ángulo A comnn y el ángulo ABC 
r~- O: luego soa semejantes, y si AOB es isósceles, 
ta mi >i en lo es ABC, y por consiguiente AB in BC; 
tambi n es isósceles el triángulo} OG3, por ser el 
ángulo OBC — O: luego HC nz CO y por tanto AB 
~ CO. Los triángulos semejantes OÁB, ABC dán 

AB' — AC' ° poniendo por AB, sn igual CO, 

(\r m TTT: luego el radio OA está dividido en C UL, AC O 
en media y estrema razón; y su segmento mayor 
OC es igual al lado del decágono regular inscrip­
to: luego &a. 

Para inscribir el pentágono regular en nn cir­
culo, se inscribe primero el decágono, y se tiran 
después las cuerdas de los arcos dobles. Estas for­
marán el pentágono regular inscripto. 

Como los lados del exágono y del decágono ins­
cripto subtenden arcos, que son la 6.a y io.a parte 
de la circunferencia, la diferencia de estos arcos, 

esto es -s — Ta = Ts<dará el lail° del pentedecágono 

inscripto. , 7 7.01 Dado un circulo y un polígono regular int­
erinó en e/, inscribirle otro polígono regular de do­
ble número de lados. . ,, 

Divídanse por medio los arcos del polígono ya 
in*i'iipto, Y stls cuérdas formarán el polígono ins­
erí nio de doble• núineío de lados. • 

Se sabe, pues, inscribir en el círculo los po i-
gòííös, cuyos números tte lacios estan representados 

por 3 * i", 4 X a", s X 2" y 15 X Los demás po-
ifgoiios. se insiribqn comunmente dividiendo por tan-



tro la circunferencia en tantas partes leíales como 
lailos debe tener el polígono; aunquá hiy a^nnoj, 
que Ja geometría irtócrihe con exactitud ¡>,:>r medios, 
cuya esplicacion no tiene lagar en un tratado ' 
elemental. , 

5o. Siguen algunos teoremas sobre los cuadrilátero?. 
i.° En todo cuadrilátero i/iscrip'o en el cu culo 9^. 

la suma de dos ángulos opuestos vale dos rector. 
porque siendo inscriptos los ángulos 3 y 0, ten­
drán por medidas las mitades de los arcos AOC, 
ABC, y estos dos arcos suman toda la circunferencia. 

3.0 Todo cuadrilátero, en q te la suma de ca­
da aos ángulos opuestos sea ~ 2. rectos, es ins-
criptible en el circulo. 

Dem. Sea el cuadrilátero AOGB' en que A C 
~ 2K5 y Of ¡3 — all. Hago pasar una circunfe­
rencia por los puntqs A,, O, C: si esta no pasa 
por B , pasará por 3, y tirando BA, BC, por ser 
el cuadrilátero ABCO inscripto, será B -¡- O — o 
pero O -i- B — aR por hipótesi: luego B-j O rz 0 + 
B, y quitando O común, B — B', lo que es ab­
surdo a como se pued« ver tirando la AC V la 
BS': entonces el ángulo B, suma de dos ángulos 
estemos de los triángulos ABL*', CßB', será ma­
yor que la suma B' de los internos: luego Su. 

3.° Todo rectángulo es inscriptive en el circu-
lo: pues la suma de sus ángulos opuestos vale dos 
rectos. Las diagonales del rectángulo serán diá­
metros del círculo circunscripto; porque cada án­
gulo del rectángulo está inscripto en la semicir­
cunferencia, pot ser recto. 

4-° En todo cuadrilátero inscripto en el círcu­
lo , el producto de las dos diagonales es igual d 
¿a suma de los productos de ca li lado por su opuesto. 

!>e¿n. Sea ABGD el cuadrilátero inscripto, D3, 95 
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AC SUS diagonales. Formo el ángulo DCK RR BCÄ» 
Los triángulos HCA, ü, K tienen el ángulo BCA 
DCK por construcción, y los ángulos en A y D igua­
les por inscriptos sobre un mismo arco BC: luego 

F CA 
BUS lados homólogos son proporcionales, y será 

CD 
DK*' y CA X DK rz CD x BA. Los triángulos BCKá 

AC D tienen los ángulos en B y A iguales por 
inscriptos sobre un mismo arco CO, y el ángulo 
BCK zr ACD: porque si á los ángulos iguales BGA, 
DCK, se añade el ángulo ACK, será el ángulo BCK 
rrACD: luego dichos triángulos son semejantes» 

*us lados proporcionales, y será ~, y CA 

X BK ~ AD X BC. Sumando las dos ecuaciones, se­
rá CA ( DK + BK ) 6 CA x BD — CD x BA -j- AD x 
BC; luego &a. 

ó.° En todo par al clog) amo la suma de cua­
drados de las diagonales es igual á la suma de 
los cuadrados de los lados. 

Dem. Sea el paralelogramo ABCD; bájense AE, 
BF perpendiculares sobre DC: los triángulos rec­
tángulos ADE, BCF son iguales, por ser AD ~ 
BC por paralelas entre paralelas, y AE — BF por 
la misma razón: luego DE ~ CF. Si el ángulo D 
es agudo, su suplemento C debe ser obtuso. En el 
triángulo ADC, por ser D ángulo agudo, será 

AC° m ADa i- DC — aDC x DE. En el triángulQ 

DBC, por ser obtuso el ángulo C, será BD* zz 

JBC° + DCa -3- aDC x CF. Sumando, es AC3-f-BD3zs 

AD% DC* J-BC*+DC2; luego &a. 
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ii.° De las figuras semejantes y de la circunferencia. 

5i. Dos polígonos son semejantes, cuando las 
diagonales, tiradas desde ángulos homólogos, Jos di­
viden en triángulos colocados en un mismo orden 
y respectivamente semejantes. 

Prob. Construir sobre una recta dada un po­
lígono semejante á otro dado. 

Sea la recta dada ab, homologa de AB. Tiro las 
diagonales AG, AD, AE. Construyo sobre ab un 
triángulo t semejante á T, haciendo los ángulos 
cab, cba iguales respectivamente á CAB, CBA. 
Construyo sobre ac el triángulo t' semejante á T': 
y sobre ad el triángulo t" semejante á T", y so­
bre ae, t'H semejante á Tli: la figura abedef se­
rá semejante á ABCDEF, porque los triángulos par­
ciales de la una son semejantes á los parciales 
de la otra. 

Prop. 6o. Dos figuras semejantes tienen sus án­
gulos iguales y sus lados homólogos proporcionales. 

Dem. Sean semejantes las figuras ABCDEF, cibcdef. 
Por ser semejantes los triángulos T y í, sus la­

dos serán proporcionales, y por tanto 

por ser semejantes los triángulos T' y t\ será — — J CU " 
CD i i j i r¡c cd ~7d-> T por igualdad de razones — — Del 

mismo modo se demuestra la proporcionalidad de 
los demás lados. También por ser semejantes los 
triángulos T y í, será el ángulo BCA — bea: por 
ser semejantes T y t\ gerá el ángulo ACD — acd: 

9 
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sumando estas clos ecuaciones, será BCD rr bed: 
del mismo modo se demuestra la igualdad de Jos 
demás ángulos: luego Sea. 

Prop. 61. Si dos figuras tienen sus lados pro­
porcionales y sus ángulos iguales, son semejantes. 

Dem. Los triángulos T y t son semejantes, por 
ser el ángulo B ~ b por la hipótesi, y los la Jos que 
lo comprenden proporcionales, también por la hi­
pótesi : Luego será el ángulo BCA ~ bea: restán­
dolos de BCD y bed iguales por la hipótesi, será 
ACO zr acd. También por ser T y t semejantes, 

BG AC BG CD . . . , es — =—•: Pe™ TT Por la hlP°tesi: 
AG CD 

luego —- ~ ^7T: ^ueS° ^os triángulos T' y tl tienen 

iguales los ángulos en C, y comprendidos por lados 
proporcionales; luego son semejantes. D^l mismo 
modo se demuestra la semejanza de los demás trián­
gulos: luego estas dos figuras, que tienen seme­
jantes sus triángulos parciales, son semejantes: luego &a. 

Prop. 62. Los polígonos regulares de un mis­
mo número de lados son semejantes. 

Dem. Por ser regulares, los Jados de cada uno 
serán iguales entre sí: luego la razón de un lado 
del uno al homólogo del otro será siempre la misma. 
También por tener un mismo número de lados, el 
valor de cada ángulo será igual en ambos polígonos: 
luego tendrán sus lados proporcionales y sus ángu­
los iguales, y serán semejantes: luego &a. 

Llámanse líneas homologas en dos polígonos se­
mejantes las que forman ángulos iguales con dos 
lados homólogos, y los dividen en parres propor­
cionales. 

Prop, 63. Las líneas homologas de dos poli-
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goiios semejantes son proporcionales d sus lados. 

Dem. Sean semejantes los polígonos ABCDEF, 98 
abcdef Tiro Ja« GH, gh, que formen ángulos igua­
les con Jos Jados B\J, be y los dividan de modo 

BC CH 
be cfi • Tiro EH, eh, EC, ee. Por ser 

Jas figuias semejantes, Jo son los triángulos ECD, 
ecd V pe CD . CD en CH , J ec - , pero — = _ - iue. 

EC __ CH 
s° ch> y Jos ángulos comprendidos ECH, 

cch son iguales, por serlo los totales en C y c 
y los parciales ECD, ecd: Juego Jos triángulos 

JLI.ÍC, che son semejantes, y será ——- :— — — • 
ch ~ 

be • ^os triángulos EIíG, ehg tienen los ángulos 

EilG, ehg iguales, porque los totales en H son 
igua.es por Ja hipótesi, y los parciales ERC, e//c 
Jo son por ser el triángulo EHC semejante á e/ic 
También los ángulos GEH, ^ son iguales; por­
que Jos totales en E son iguales, como también 
los parciales HEC, hec, y CED, ced: luego los 

triángulos GHE, gÄe son semejantes: y será ^ 
HIS CE ED 8 / l  

he ce ~~ed~ • ^u^gO Sea. 

Se llama perímetro en una figura á la suma 
de sus lados. 

prop. 64. Zos perímetros de los polígonos se­
mejantes son proporcionales d sus lineas homologas. 

m' lor ser semejantes los polígonos ABCDEF, 9/ 
abcdef \ gerá — — — CD c 1 ab — bt —"¿T* •• fumando numerado-
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res y denominadores, resultará una fracción igual á cual-

, . AD.lBC.LCD.L... AB . 
quiera ele estas: luego ~¿ÄcJ,r.T7 = : Pero l\ 

razón de dos lados homólogos A3 y cib es igual á 
la <1« dos/Cualesquiera dimensiones homologas: luego &a. 

Prop. 65. Los perímetros de dos polígonos re­
gulares de un mismo numero de lados son como 
sus radios rectos y oblicuos. 

Dem. Los perímetros de dos polígonos regula­
res de un mismo número de lados, que son seme­

jantes, son como ó como sus mitades IB, ib^ 

Los triángulos IBO, ibo semejantes por el ángulo 
1  /  ,  T  •  1 /  1 8  B O  común O y los ángulos rectos 1, i dan 

10 i <? :—: : luego &a. iO O 
52. Prop. 66. Fl círculo es el límite de to­

dos los polígonos que se le pueden inscribir y 
circunscribir. 

Dem. Todo polígono inscripto en el círculo es 
menor que él, porque siempre la cuerda es me­
nor que el arco, y ha de quedar un espacio en­
tre el arco y la cuerda: pero si se dobla el nú­
mero de lados del polígono inscripto, será AC -j-
CB > AB, y quedará un espacio ACB entre el 
primer polígono y el a.°: luego los polígonos ins­
criptos en el círculo aumentan doblando el núme­
ro de lados: mas nunca llegan á igualar al círculo. 

También: la suma de las dos tangentes CE-i-EL 
> CL, y siempre queda el espacio CEL entre el 
polígono circunscripto y el círculo, y por tanto 
este es menor que todo polígono circunscripto. Si 
se dobla el número de lados del polígono circuns-
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cñpfo, será Alv la mitad de uno cíe ello1?, y sien­
do KA, perpendicular á OE, menor que KE, será 
AK+KC<CE, y quedará un espacio doble de 
KEA entre el nuevo polígono y el anterior: lue­
go doblando el número de lado?, el poli-ano cir­
cunscripto se hace menor y se acerca al círculo: 
mas nunca puede hacerse igual á él: luego &a. 

Prop. 67. Zas circunferencias son como sus radios. 
Dein. Sean C y c dos circunferencias: Z y 2 los 

excesos de los perímetros de dos polígonos regularas 
de un mismo número de lados circunscriptos á ellas: 
dichos perímetros serán C+Z y c z. Sean R y r 
los radios de dichas circunferencias. Por ser los po­
lígonos de un mismo número de lados, serán sus 
perímetros como los radios rectos R y r: y ten-

C1 L R 
dremos — 7,0 despejando de quebrados, O 

+ Zr rr: cR -j- zV\. Cr y cR son invariables: Z y z son 
disminuibles á voluntad, pues mientras mas se doble 
el número de lados de los polígonos circunscriptos, me­
nores serán sus excesos Z y z sobre las circunferencias: 
luego si hay ecuación entre las variables, la había en­
tre sus límites, y Cr — cR, ó formando de estos pro-

• C R ductos iguales una proporción, será - — luego &a. 

Sea p la circunferencia de un círculo, cuyo 
diámetro es 1 , ó la relación de todo diámetro 
á su circunferencia. Para hallar el valor de la 
circunferencia, cuyo radio es R, ó cuyo diámetro 
es aR diré: el diámetro 1 es á su circunferencia 
p como el diámetro aR es á su circunferencia C —1 

apR. Y si dada la circunferencia, se pide el ra-
c dio, su valor R = >7. 



53. Problema. Determinar la relación del diá­
metro d la circunferencia. 

Para íesolver este problema, lian empezado Jos 
matemáticos por resolver este otro: conocido el la­
do de un polígono regular inscripto, hallar el 
lado del circunscripto del mismo número de 
Jados y el del inscripto de doble número de lados, 

i Sea CD — a el lado del polígono inscripto da­
do. Sea su distancia OM al centro == z. Sea el la­
do AB del polígono circunscripto del mismo nú­
mero de lados =zy: y el lado CK del polígono 

inscripto de doble número de lados x El ra­
dio CM =: R. 

OM o z se determina en el triángulo rectángu-O O 
lo CMO, donde OM zz: y (CM* — CO') ó s - y (R* 

—  l a ) .  
Conocida z, se determina la AB ó y, por los 

triángulos semejantes MCD, MAB, que tendrán sus 

alturas proporcionales con sus bases, ó ~ 
/  z  ^ 1 1 1  .  R a  o — -r, de donde r zz — a y ' J 2 

Últimamente el lado CR del polígono inscripto 
de doble numero de lados es hipotenusa del trián­
gulo rectángulo COK, en el cual CO — Ja, OK 

= R — z: luego CK= y (COV 0K?) ó x=zy 

+ — 2R¿+ za). Pero como \a z=l R2 — z ¡ será 

ve = y (aR* — aRc). 
Conocida, pues, el Jado del exágono regular 

inscripto en el círculo, que es igual á su radio, 
buscando 1° el valor correspondiente de 2, y des-
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pues los de y y x9 se tendrá e! lado del exágo­
no circunscripto, y ti de] polígono de 12 Jados 
inscripto. 
, ï,ago este lado — a , y busco por el mismo 
orden el valor del lado del polígono de 12 la­
dos circunscripto y del de 24 lados inscripto: des-
pues el lado del polígono de 24 lados circuns­
cripto, y el Jado del polígono de 48 Jados inscrip­
to: esta operación puede continuarse indefinidamente 

Si hacemos el diámetro— j, y por tanto el radio — £ 
ios cálculos para determinar los Jados de los polífo­
nos, siendo extracciones de raices cuadradas inexactas 
son cálculos de aproximación. Fíjese, pues, el número' 
de notas decimales de esta aproximación: v cuando se 
determinan los lados del polígono inscripto v cir­
cunscripto, determínense sus perímetros, multipli­
cando el valor del lado por el número de Jados 
Gomo en cada operación se dobla el número de 
lados de dichos polígonos, se van acercando á Ja 
circunferencia, y entre sí, y vá siendo menor su 
C ileiencía. J^uego cuando Jos perímetro? Jle^uen á 
ser íguaifs en las notas de la aproximación, esto 
indica que la diferencia del perímetro inscripto al 
circunscripto es entonces menor que la última clase 
de la aproximación y con mas razón la diferencia 
de uno oe ellos a la circunferencia, que está en-
nl T r , s° Í Val0r' 1"e tenga cada 
uno de dichos perímetros, será el valor de la cir­
cunferencia en el grado de aproximación pedido: 

y como el diámetro es r, dicho valor será la rela­
ción del diámetro a la circunferencia, ó el valor der, 

Arquímedes lo halló de f ; Meció de los mo-

demos de 3,i4í5í> &a. hasta 140 decimales. 
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54. Levantar el plano de un terreno es for­

mar en el papel uu polígono semejante al que 
forman en el terreno los objetos mas notables de 
él. Para esto se trazan en el papel triángulos se­
mejantes á los que forman cada tres objetos en el 
terreno. 

SUPERFICIES. 

i.° Areas ele los polígonos y del círculo. 

55. Area es la estension comprendida entre la» 
líneas, que terminan una figura. Areas equiva­
lentes son las que comprenden igual espacio, aun­
que no puedan coincidir por ser de diferente figura. 

Medir una area es ver cuantas veces cabe en 
ella otra area conocida, que se toma por unidad. 
Comunmente se toma por unidad para medir las 
areas un cuadrado, cuyo lado sea igual á la uni­
dad lineal. . 

Prop. 68. Dos rectángulos de igual base y al­
tura son iguales. 

c2 Dem. Sean los rectángulos ADFE, adfe, y sea 
A D " ad. DF ~ df. Sobreponiendo el segundo so­
bre el primero, de modo que coincidan sus bases 
iguales AD, ad, por ser el ángulo D = d por rec­
tos, caerá la DF sobre df ', y siendo iguales, el pun­
to V caerá sobre F. Del mismo modo se demuestra 
la coincidencia de los demás lados y ángulos: luego 8ca. 

Prop. 69. Todo paralclogramo es equivalente a 
un rectángulo de igual base y altura. 

io3 Dem. Sea el paralelogramo ADCB, y el rec­
tángulo ADFE, que tienen la misma base AL); y 
teniendo igual altura, sus bases superiores LO, L·L\ 



deben estar en una misma recta paralela á Át>. Los 
triángulos ABE, DCF, que tienen AB ~ DC por 
paralelas entre paralelas, AE — DF por la misma 
razón y el ángulo comprendido igual por ser sus 
lados paralelos, son iguales: restándolos sucesiva­
mente de la figura total ADCE, los paralelogramos 
que quedan A DGB y ADFE son equivalentes: luego &a. 

Los paralelogramos de igual base y altura son 
equivalentes entre sí: pues lo serán á los rectángu­
los de igual base y altura que ellos; y estos son iguales. 

Prop. 7o. Tocio triángulo es la mitad de un. 
paralelooramo de igual base y altura. 

Dem. Sea el triángulo ABC. Tiro CD parale-
á AB y BD paralela á AC. El paralelogramo 

ABCD tiene la misma base y altura que el trián-
gu!o, y es doble de él, poique los triángulos 
ABC, BCD, que tienen sus lados iguales, son igua­
les: Juego &a. 

Los triángulos de igual base y altura son equiva­
lentes: pues lo son sus duplos, que son los para­
lelogramos de igual base y altura que los triángulos. 

Los triángulos formados sobre una misma base, 
y cuyos vértices están en una misma paralela cí 
dicha base, son equivalentes: pues tienen imal 
base y altura. 

56. Prop. 71. Los rectángulos de igual base 
son como sus alturas. 

Dem. Sean los rectángulos ABCD, abed, cuyas I 
bases AB, ab sean iguales. Si sus alturas son 
conmensurables, supongamos que la medida común 
quepa m número de veces en BC y n número 

de reces en be-,será = 2 Por ]os puntos de 

division tiro paralelas á las bases BC y be-, y 
10 
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quedarán formados en el rectángulo A T J^L) rn nu­
mero de rectángulos parciales, y en el rectángulo 
abed n número de rectángulos parciales: estos serán 
todos iguales, pues tendrán por base á A3 ó á 

- i  ,-ABCD 
ab, y por altura la medida común: luego 

, ABCD __ BC. 
—• ~ : por igualdad da razones , sera —abc¿ — ic' 

es decir, los rectángulos en razón de la» alturas. 
Pero si las alturas son incomensurabies, divido 

la BC en cualquier número de partes iguales, y 
llevo una de ellas sobre be. Es evidente que nin­
gún punto de division podrá caer en c, por ser 
inconmensurables BC y be. Sea l el mas próximo 
al punto c, y concluyo el rectángulo abh. Este y 
ABCD tienen sus bases iguales y sus alturas con­
mensurables: serán, pues, como sus alturas: luego 

(lhli — ll Pongo en lugar de abli, abed + clid, 
ABCD — BC* 6 0 . . ... abed cutí 

y en lugar de bl, beel, y es * ABCD + ABCD " 

JL Los dos primeros términos de ambos miern-
J3C ' BC • 1 

bros son invariables: mas los segundos son incre­
mentos disminuidles' á voluntad, pues el punto 
puede acercarse á c, aumentando el número de 
partes en que se divídela BC. Luego si hay ecua­
ción entre las variables, la hay entre sus limites; 

v es ahc,\ '• lueS° &a-
J es  ABCD — BC o 

Prop. 72. Los rectángulos son como los productos 
de sus bases por sus alturas. 

Dem. Sean los rectángulos ABCD, ahcd. Coloco 
abed sobre ABCD, ajustando el ángulo recto a sobre 

1 
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A, y será el rectángulo ALKl rr abccJ. Prolon­
go IK hasta qne corte en II la CB. Los rectán­
gulos ALKI, ABIII, que tienen la misma base 

AI, serán como sus alturas AL, AB: esto es 
••AL — L o s  r e c t á n g u l o s  A B H I ,  A B C D ,  q u e  t i e n e n  

la misma base AB, son como sus alturas AI, AD: 
ABKI AI ,T , . , 

esto es  ABCD — AO* •Multiplicando las dos ecuacio­

nes, y suprimiendo ABIII, factor común en nu-
4 J £ y /^Jj x 

merador y denominador, será XItBiT — \bTa5: ^ue" 

go &a. 
Prop. 73. La area ele un rectángulo es igual 

á su base multiplicada por su altura. 
Dem. Comparando el rectángulo ABCD con el 

cuadrado abed, que se toma por unidad, serán 
entre sí como los productos de sus bases por sus 
. . ABCD ABxBC alturas 

n i: luego — AB X BC: esto es, el rec­

tángulo contiene al cuadrado las veces que indica 
el producto de sn base por su altura: luego &a. 

La area de un paralelograma es igual al pro­
ducto de su base por su altura.: pues es equi­
valente á la de un rectángulo de igual base y altura. 

La arca de un triángulo es la mitad de su 
base por su altura: pues es mitad de un parale-
logramo de igual base y altura que él. 

La arca de un cuadrado es el cuadrado de su 
lado: pues siendo igual la base á la altura , el 
producto de las dos es el cuadrado de una de ella?. 
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El producto de dos líneas representa el area do 

Tin rectángulo formado sobre ellas. Una «le las dos 
rectas, base ó altura del rectángulo, se llama lon­
gitud y la otra latitud\ y entrambas se dicen ser 
Jas dos dimensiones, á que se reduce toda super­
ficie. La aplicación de estas denominaciones es de 
libre elección entre los dos lados, que determinan e 
rectángulo. El cuadrado de una línea representa el 
cuadrado formado sobre ella: y por tanto totas 
las proposiciones, demostradas acerca del producto 
de dos líneas y del cu ídrado de una, quedan tam­
bién demostradas de los rectángulos y cuadrados 
construidos con dichas líneas. 

Prop. 74. FA area de un trapecio es igual a 
su altura multiplicada por su base media. 

Dem. Sea el trapecio AHAa. Si concebimos ti­
rada la diagonal Ah, quedará dividido en dos trián­
gulos, cuyas areas son (llamando A a atuia te 
trapecio ) A. §Hh, A. U«: luego el area del. tra-

• ' \ f TTTh I lAa V nero la base media He pecio sera A ^ 1 1 >' 1, TT/ * 1 

es icrual á la semisuma de las bases llh y A a . lue-
el area del trapecio es A x Es: luego &a. 

0 Prop. ?5. El area de un polígono regular es 
igual a su perímetro multiplicado por la mitad de 
su apoteema, 

Dem. Tirando los radios oblicuos QA, OB &a. 
quedará dividido en tantos triángulos como lados 
tiene. El area de cada uno es el lado que le si -
ve de base multiplicado por la mitad de la apo­
teema altura igual de todos: luego la aiea del 
polígono será la" mitad de la apoteema (que es 
factor común ) multiplicada por la suma de los la-
dos que es el perímetro: luego &a. 

57 Prop 76. El area de un circulo es igual 
al radio multiplicado por la semicircunferencia, 



Dem. Circunscribo al círculo nn polígono rc-i 
guiar cualquiera. Sea S la superficie del círculo, 
x su diferencia á la del polígono: la area del po­
lígono será S A- X. Sea C ía circunferencia, z su 
diferencia eon el perímetro del polígono. Será C -t- z el 
peWmetro del polígono. Sea R el radio del círculo, que 
servirá de apoteema al polígono circunscripto. Siendo 
el area de un polígono regular igual á su perímetro 
multiplicado por la mitad de la apoteema, será S ¡- x 
~ «CR §sR. Los primeros términos S y -^;CR son in­
variables; X y s son disminuibles á voluntad, haciendo 
mayor el número de latios del polígono circunscrip­
to: luego, si hay ecuación entre las variables, debe 
haberla entre sus límites, y será S zr §CR: luego Sea. 

La fórmula del area del círculo es pR3. Porque 
siendo R el_radio, la circunferencia es a/?R, Ja se­
micircunferencia es pR, que multiplicada por el 

radio, dá /}R , area del círculo. 
La area de un segtor es igual al radio multi­

plicado por su semiarco. Porque el segtor debe ser 
á todo el círculo como su arco á la circunferen-

Círe X arco cia; luego Segt. = "clrcunf. "• Pongo por círculo, 

X circunfer, y es Segt. =: -|R x arco. Para hallar la 
fórmula del segtor, sea n la relación de su arco 

á la circunferencia, y será Segtor 1= círculo v n — 

pR* x n. 
58. Problemas. 1° Reducir una figura á otra 

gue tenga un lado menos. s 

Sea la figura ABDEFG. Tiro la diagonal AD, y i 
por B su paralela BG que encuentre la ED pro-

• Ipngada en C, y tirandç la «4C3 será la figura 



ABDEFG equivalente à ACEFG que tiene un la­
do menos. Porque los triángulos ADC, AL)B, que 
tienen la base común AO, y sus vertices eil la pa. 
ra leí a BC, son equivalentes. Añadiéndoles sucesi­
vamente la figura ADEFG, sera ABDEFG zu ACEFG. 

2 o Reducir cualquier figura d triángulo. * 
Redúzcase á otra que tenga un lado menos; es­

ta á otra de un lado menos. Continuando esta 
operación, se llegará á tener un triángulo equi­
valente á la figura dada. 

3.° Reducir un triángulo cí cuadrado. 
Busco una media proporcional entre su base B 

y la mitad de su altura A: sea esta media pro­

porcional x\ será ¿(f — §AB, y por tanto constru­
yendo sobre ella un cuadrado, este será igual á 
¿AB, que es la area del triángulo dado. 
2 4 o Reducir cualquier figura á cuadrado. 

Redúzcase á triangulo, y este a cuadiado. 
ó.° Reducir un circulo á cuadrado. 
Búsquese una media proporcional entre su radio 

y la mitad de su circunferencia. El cuadrado cons­
truido sobre esta media proporcional será igual 
al radio multiplicado por la mitad de la circun­
ferencia, que es el area del círculo. Para, resol­
ver este problema con exactitud, es preciso tener 
una recta igual á la circunferencia; y como esto 
no se ha conseguido sino por aproximación, tam­
poco se puede resolver ano aproximadamente el 
problema de la cuadratura del círculo. 

6.° Hallar el area de un segmento circular. 
Tírense dos radios á sus estreñios, y búsquese 

el area del segtor que encierran estos dos radios y 
el arco. Réstese de esta area la del triángulo, que 
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Torman los dos radios y Ja cuerda, y se tiene el 
area del segmento. 

7.° Hallar el arca de un polígono irregular. 
Divídase en triángulos; búsquese el aren de cada 

uno. y la suma de todas será la del polígono. 

a.° Comparación de las superficies. 

59. Prop. 77. Los triángulos semejantes son 
como los cuadrados de sus líneas homologas. 

Dem. Sean semejantes los triángulos ABC, abe: 110 
el area de ABC — JAC x BD y la de abe — 

ARC AC BD \ac X bd: luego = — X Pero los triángu­

los ABD, abd son semejantes, por ser rectángulos 
1 ' 1 A 1 bd AB y tener el ángulo A — a: Juego = pero 

en los triángulos semejantes ABC, abe es — 
AB , , . 1 > ABC AB2 

—7-: luego substituyendo, sera —— •: pero 
AB es igual á la razón de cualesquiera dos líneas 

homologas de ambos triángulos: luego &a. 
Prop. 78. Los polígonos semejantes son como 

los cuadrados de sus líneas homologas. 
Dem. Por ser semejantes los triángulos 

t{ Tt ser«n como los cuadrados de sus lados: 
T AB2 T' AC2 

7  — -——, 77 =-—— &a.: los segundos miembros 
ab ac 

son iguales, porque en los polígonos semejantes los 
lados son proporcionales: luego los primeros miem-
1  •  T T '  T "  A B 2  

.bros lo son también, y es 7 ~ r, zz -zr &a. = —-• J 1 * m t „1,1 
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Suma ele antecedentes es á suma de consecuen­
tes como un antecedente á su consecuente: luego 
T+T'.|.T"... ABa AB 
r.Lt'-í".;7~ — ~TT: Pero ~ es JSual á la razón de 1 r ab 

otras dos líneas homologas de ambas figuras: luego &a. 
Los polígonos regulares de igual número de la­

dos son como los cuadrados de sus radios rectos y 
oblicuos: porque estos polígonos son semejantes, y 
los radios rectos y oblicuos son dimensiones homo­
logas en ellos. 

Prop. 79. Los círculos son como los cuadrados 
ele sus radios. 

Dem. Sean II y r los radios de dos círculos : sus 
-d2 2 /'R2 R* 1 areas seran 79 li , pr : pero —3= —: luego &a. 

pia r* 
Prop. 80. La figura construida sobre la hipo­

tenusa de un triángulo rectángulo es igual á la 
suma de las figuras semejantes construidas sobre los 
dos catetos, nombre, que se dá á los otros dos lados. 

Iii Dem. Sean M, N, P dichas tres figuras, cuyos 
lados homólogos son AB, BC, AC: serán como 

los cuadrados de dichos lados: esto es, —— =r —— 
AB2 BC2 

— . Sumando los términos de estos dos últimos 
AC5 

quebrados, resultará una fracción igual á cualquie-
1 1 1  Í .  N  f . P  A  - p , ^  ra de ellos: esto es , —— — — - ; pero AB — 

AB3 BC2+AC L 

BC + AC*: luego MrzzN+P: luego &a. 
Prop. 81. El círculo construido sobre la hi­

potenusa es igual á la suma de los dos círculos 
construidos sobre los dos catetos. 
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Dem. Sean *J, c, c tiiclios círculos, cuyos diá­

metros son la hipotenusa II, y Jos dos catetes h, 
n : siendo Jos círculos como Jos cuadrados de los 
diámetros, sera — — — — _1_. e,tnnn,iA i . , ' 2 • sumando los termi-11 h h' 
nos de las dos últimas fracciones, será — — c've> 

' TT2 , 2 , 2 IIa "" hÀ r h'* : 

pf'° HP — •' '"eg" luego 
6o. Problemas, i.» Construir una figura igual 

la suma ele otras dos 
a cada una de ellas. 

Tomo por catetos dos lacios homólogos de las fi­
guras dadas: y tirando la hipotenusa, la fieUra 
«eme,ante a las dadas, construida sobre ella, "será 
igual a la suma de las dadas. 

a. Construir una figura 
das e igual d su diferencia. 
lomo dos lados homólogos de ambas figuras- el 

de la mayor servirá de hipotenusa , el de lame. 
cateto: y tirando el otro cateto la fio,," 

to "dadas a — " ^ rá cualquiera "de Jas dadas, sera igual a su diferencia. 
J. Construir una figura — M j. N P o T> 

siendo todas estas figuras semejantes y dadas 
Construyo una figura — M... N v llii 

»era la figura pedid.? = ¿I P i. ñ I  R r° ^ 
yo lina figura — a:+ P y llamóla k fórmuh 
se reduce a x P R n . ™uja 
=  X - _ P  V  3 ,  C o n s t r u y o  „ n a  f i g u r a  
i hallar una figuri'= ¿L R " leduc* 

otrt: do TdZs. Un CÍrCUl° * — * 

ro 'rihZradiOS ,le,l0S círc"'°s por catetos: ti-

*erá '®ua' áT^UaVZfotrotX' C0"Iiella 



3.* Construir un circulo igual á la diferencia 
de otros dos dados. 

Tomo el radio mayor por hipotenusa y el ra­
dio menor por cateto. Tiro el otro cateto y el 
círculo descrito con él será la diferencia pedida. 

íT.3 Construir un circulo — M 4- N -¡- P — Q — R> 
todos circuios dados. 

Construyo un círculo — M + N, v llámolo X. 
Construyo un círculo — #-j-P, y llámolo x. Cons­
truyo un círculo ~ x —- Q, y llámolo x la 
cuestión se reduce á construir un círculo zz x — -R. 

3.° De los planos y de los ángulos diedros. 

Si. Proo. 32. Tres puntos, cjue no c.stcn en 
linea recta, determinan la posición cíe un plano. 

Dem. Por dos puntos pueden pasar una inu— 
nidad de planos. Si uno de ellos gira al rededor 
de la recta, que une dichos puntos, se irá su­
cesivamente confundiendo con todos los planos, que 
pasan por ella: pero si se determina fuera de di­
cha recta otro tercer punto, por donde deba pa­
sar el plano, quedará entonces fijada su posición: 
luego Sea. 

Dos rectas que se cortan están en un mismo 
plano; porque la posición de dichas íectas esta 
determinada por tres puntos, el de coucuiso y 
otros dos, tomado cada uno en cada recta. 

Un triángulo está todo entern en un mismo pla­
no; pues lo determinan sus tres vértices, que no 
están en línea recta. 

La coman sección de dos planos es una tectci. 
pues si fuera una curva, podrian pasar dos p 
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nos por tres puntes, tomados en dicha curva, 
que no estarían en línea recta: pero por tres 
puntos, cjue no estén en Jínea recta, solo puede 
pasar un plano: luego Sea. 

Una recta es perpendicular à un plano, cuando 
lo es á dos rectas, que se cruzan por su pie en 
dicho plano. 

62. Prop. 83. Si una recta es perpendicular 
á un plano, lo es á cualquier recta, que pase 
por su pie en dicho plano. 

Dein. Sea CD perpendicular á DE, DF, tiradas II3 
en el plano AB: digo que será también perpen­
dicular á DG, tirada en el mismo plano, y que pa­
sa por D. Tiro la EF, que encuentre en G á la 
DG ; tiro CE, CG, CF. Prolongo la CD hasta 
que DC' zz DC, y tiro EC', GC , FC'. Por ser 
ED perpendicular á CC' en su mitad, EC — EC, 
y por la misma razón FC zz FC: luego los trián­
gulos EFC, EFG , que tienen EF común, y los 
otros dos lados iguales, son iguales: luego el án­
gulo CEF zz C EF. Los triángulos CEG, VeG, que 
tienen GE común, EC' = EC y el ángulo com­
prendido igual, son iguales: luego CGzrC'G: lue­
go la GD, que tiene los puntos G y D equi­
distantes de C y C , es perpendicular á CC': y 
pudiéndose demostrar lo mismo de cualquier otra 
recta, tirada en el plano AB, y que pase por £), 
se infiere que &a. 

Prop. 84. Si desde un punto tomado fuera 
de un plano se le baja una perpendicular, y 
desde su pie se tira en el mismo plano una per-
pcndicular ci otra recta tirada en e/, la recta, que 
una el principio ge la primer perpendicular y el 
pie de la segunda, será perpendicular á la recta 
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tirada en el plano. Esto es, si CY) es perpendicu­
lar al plano AB, y GO lo es á tE, GE será 
perpendicular cí FE. 

Dein. Tomo GF rz: GE, y tiro CF, CE, FD, DE. 
FD — DE por oblicuas equidistantes de la perpen­
dicular GD; y siendo GD perpendicular al plano, y 
por tanto á FD y á DE, lo? triángulos rectángulo» 
CDF, CDE serán iguales, y CF = CE; luego el trián­
gulo FCE será isósceles, y la recta tirada á la mi­
tad de su base, será perpendicular á eï!a; luego Sea. 

Prop. 85. Las oblicuas, que se separan igual­
mente de la perpendicular á un plano, son iguales. 

Dem Si FD ~ DE, los triángulos rectángulos 
CDF , CDE serán iguales, y por tanto CF — CE; 
luego Sea. 

Las oblicuas iguales se separan igualmente de 
la perpendicular á un plano; porque si Cf m GE, 
los triángulos CDF, CDE rectángulos son iguales, 
por tener un lado común , y sus hipotenusas iguales; 
luego DE rr: DF; luego &a. 

Para tirar desde un punto una perpendicular á 
un plano, tiróle desde el mismo punto tres obli­
cuas iguales; hago pasar por sus pies una circun­
ferencia, y su centro será el pie de la perpendi­
cular; pues esta debe equidistar de todas las oblicuas 
iguales. 

La línea mas corta, que se puede tirar desde 
un punto a un plano, es la perpendicular, pues 
tirando desde el mismo punto una oblicua, esta 
será hipotenusa, y la perpendicular lado del trián­
gulo rectángulo que 9e forma. 

Desde un punto tomado fuera de un plano solo 
ge le puede tirar una perpendicular; pues la dis~, 
tanda mas corto, debe ser una, 
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Prop. 3 5. Dos planos, perpendiculares á 

una recta, no pueden encontrarse. 
Dem. Sean los planos MN, m« perpendiculares á Ii3 

la PA ; si estos planos prolongados concurrieran en 
un punto O, las rectas OP, OA tiradas, una en un 
plano y otra en otro, serian perpendiculares á Ja 
PA; luego desde un mismo punfo podrían tirarse dos 
perpendiculares á una recta, lo que es imposible; 
luego los planos MN, mn no pueden concurrir. Los 
planos., que no se encuentran prolongados indefini­
damente, se llaman paralelos. 

Prop. 87. Si dos rectas son paralelas, y una 
de ellas es perpendicular á un plano, la otra lo 
será también. 

Dem. Sean las paralelas AP, BQ. Sea AP per- ii^ 
pendicuíar al plano MN; digo que BQ será per­
pendicular al mismo plano. Porque, tirando la AB, 
por ser AP perpendicular al plano MN, lo será 
ala A3. Tiro la BE perpendicular á BA, y la CB 
a cualquier punto de la AP; sera CB perpendicu­
lar a BE; luego BE, perpendicular à AB y á BC, 
será perpendicular al plano ABC, y á la recta BQ, 
que encuentra en él; pero BQ es también perpen­
dicular á BA, por ser paralela á PA; luego BQ, 
perpendicular á las rectas BA , BE, es perpendicu­
lar al plano MN; luego Sea. 

Si dos rectas son perpendiculares a un plano, 
son paralelas entre sí: pues son perpendiculares á 
la recta, que une sus pies. 

Dos rectas, paralelas a una tercera, son para­
lelas entre sí: porque tirando un plano perpen­
dicular á la primera, lo será á la tercera y á 1* 
segunda; luego si todas 6on perpendiculares á un 
mismo plano, todas serán paralelas entre §L 
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Si d ríos planos paralelos los corta itn tercero, 

las comunes secciones serán paralelas; pues si se. 
encontrasen, se encontrarían también los planos, 
en que están, y no serian paralelos. 

Prop. 83. Una recta perpendicular d un plano, 
lo es d cualquier plano, paralelo al primero. 

Dem. Sean paralelos los planos MN, mn, sea 
PA perpendicular al plano MN; lo será á cual­
quier recta AC, que encuentra en él. Sea Pe la 
comuh sección del plano PAC con el plano mw, 
AC y Pe serán paralelas, per comunes secciones de 
los planos paralelos con el plano PAG; y siendo PA 
perpendicular á AG, lo será á su paralela PG. 
Del mismo modo se podrá tirar en el plano mn 
otra perpendicular en P á la PA,yseráPA perpen­
dicular á dos rectas del plano mn, y por tanto 
á dicho plano; luego &•. 

Prop. 89. Las paralelas comprendidas entre pla­
nos paralelos son iguales. 

Dem. Sean los planos paralelos ABC, abe-, y las 
rectas paralelas Aa, Bb. Imaginando por ellas el 
plano A6, su común sección con abe, que es ab, 
Y su común sección con ABC. que es AB, seran 
paralelas; luego la figura ABba es un paralelo-
gramo, y Aa = B6 por lados opuestos de un pa-
ralelogramo; luego &a. 

64. Ángulo diedro es la mayor ó menor aber­
tura de dos planos que se cortan. Su arista es la 
común sección de ambos planos. 

Prop. 90. Si dos planos paralelos cortan urt 
ángulo diedro, los ángulos rectilíneos, que resul­
tan dfi la intersección de cada uno, son iguales. 

7 Dem. Sean A ab, A ac los dos planos, que lor­
ian el ángulo diedro, que se denota asi OaAL. 



Sean abe, ABC los clos planos paralelos que corf an 
al ángulo diedro. Torno ab y Aß Iguales, ac y AC 
iguales, y tiro Ce, , BC, be. L^s rectas aby 
A3 son paralelas por comunes secciones del ohinb 
Äab con los paralelos: las rectas ac, AG so i pa­
ralelas, por comunes secciones del plano A.ac con 
los paralelos. Siendo ab y A13 paralelas ó iguales, 
lo serán A a y B£: siendo AC y ac paralelas, lo 
serán Aa y Ce; luego y Ce paralelas é igua­
les á la Aa, son paralelas é iguales entre sí: Jue­
go BG, be son también paralelas é iguales: luego 
los triángulos ABC, abe, que tienen sus lados 
iguales, son iguales: luego los ángulos BAC, bao 
son iguales; luego &a. 

Prop. 91. Si dos ángulos tienen sus lados para­
lelos, son iguales, y los planos en. que están 
son paralelos« 

Dein. Sea AB paralela á ab y AC paralela á ac. 
Si el plano BAG no es paralelo a ¿>ac, lo será 
otro que pase por la AB, y su común sección con A ac 
será paralela á ac; pero AC lo es; luego por el 
punto A podrian pasar dos rectas paralelas á ac, 
lo que es imposible. Siendo dichos planos Darale-
los, los ángulos BAC, bac resultan de sus inter­
secciones con el ángulo diedro 6aAC, y por tanto 
son iguales: luego &a. 

Prop. 92. Los triángulos, que reúnen las cs-
tremidad.es de tres rectas paralelas é iguales son. 
iguales, y sus planos paralelos. 

Dem. Dichos triángulos son iguales, porque sus 
lados, que unen á rectas paralelas é iguales, deben 
ser iguales y paralelos; y como cualquiera de los 
ángulos de dichos triángulos tienen sus lados para­
lelos } se infiere que sus planos son paralelos: luego &a. 
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65. Prop. 93. la medida del ángulo diedro 

es el ángulo rectilíneo, que resulta de la intersec­
ción de un plano, perpendicular á su arista, 
con ambos planos. 

118 Dem. Sean BAPC, bapc dos ángulos diedros, y 
BAG, hac Jos ángulos rectilíneos, que resultan de 
la intersección de los planos BAC, bac perpendi­
culares á las aristas AP, ap. 

Si los ángulos BAC, bac son conmensurables, 
divídase cada uno en tantas partes iguales, como 
veces contiene á su medida común, y tirando 
planos por las rectas de division A 3, A y, Ax, 
az , ay\ ax\ y por las aristas AP, ap, quedará 
cada ángulo diedro dividido en tantos ángulos die­
dros parciales, como divisiones hay en su ángulo 
rectilíneo. Estos ángulo9 diedros parciales son tam­
bién iguales entre sí: porque haciendo coincidir las 
aristas ap, .AP, el punto a con A, y la ab con 
AB, el plano pab coincidirá con PAB. También 
coincidirán los planos bac, BAC perpendiculares á 
las aristas; pues sino, en un punto de una recta 
se le podrían tirar dos planos perpendiculares, y 
ser ella perpendicular á dos rectas en un mismo 
plano que pasase por ella. También coincidirán 
Az, Az'' por ser iguales los ángulos rectilíneos 
BAz, haz': luego coincidirán los planos. PAz, PAz\ 
lue2,o los ángulos diedros BAPz, bapz coincidirán 
y seran iguales. Luego si la razón de los ángulos 

rectilíneos BAC, bac es ~, la de los diedros se­

rá también ~ , y por tanto los ángulos diedros son 

proporcionales á los rectilíneos, cuando estos son 
conmensurables. 
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rables, divídase el uno de ellos bac en el núme­
ro de partes iguales, que se quiera, y llévese una 
de ellas sobre el otro, hasta que quede un ángulo 
CA#, menor què la parte, que sirve de division. 
Los ángulos #AB, cab son conmensurables, y pro­
porcionales por consiguiente á sus correspondientes 

ángulos diedros; luego : pero BAx — 

BAG — CA#, y BAP# — BAPC — CAP#; luego 
BAC CAx BAPC CAPx 
bac bac ~~~ ba/jc bajjc ' P°^0 C Ax , CAP# pue­

den hacerse cuan pequeños se quieran, tomando ma­
yor número de partes en el ángulo bac, lo que 
accicaía la recta ax o la AC; luego si estos miem­
bros son iguales en cualquier proximidad que ten­
gan a sus limites, sus límites serán iguales; lue-

B.VPC BAC 
S° lape — bac * es decir, los ángulos diedros son 

proporcionales á los rectilíneos, aunque estos sean 
inconmensurables. Si bapc se toma por unidad de 
los ángulos diedros y bac por unidad de los rec­
tilíneos, será BAPC n BAC: luego &a. 

Las propiedades de los ángulos diedros, que re­
sultan del concurso de varios planos, son las mismas 
que las que se han demostrado para los ángulos 
icctilineos; pues estos los miden. Así la suma de 
dos diedros adyacentes es igual á dos rectos; si á 
dos planos paralelos los corta otro tercero , los 
diedros alternos y correspondientes serán iguales , &a. 

Se dice que un plano es perpendicular á otros 
cuando es recto el ángulo diedro que forman. 

66. Prop. 94* < Si una recta es perpendicular 
12-
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a im plano, todo plano, que pase por ella, 5¿ra 
también perpendicular al primer plano. 

Dem. Sea AB perpendicular al plano MN. Tiro 
el plano PQ por la Aß. Tiro AC en el plano 
MN perpendicular á AR. La recfe AR perpendi­
cular á BA y AC, lo será al plano BAG; luego 
el ángulo BAC es medida del diedro, que forman 
los planos; y siendo BAC recto, los planos son 
perpendiculares; luego Sea. 

Por una recta dada no se puede tirar mas que 
un plano perpendicular á otro dado; pues dicho 
plano quedará determinado por dicha recta, y por 
una perpendicular tirada al plano dado desde cual­
quier punto suyo. 

Si tres rectas son perpendiculares entre si, cada 
una lo es al plano de las otras dos: pues es per­
pendicular á dos rectas, que encuentra en él. 

Prop. 95. Si dos planos SGn perpendiculares 
entre sí, y en el uno se tira una perpendicular 
d la común sección, esta recta será también per­
pendicular al otro plann. 

Dem. Sea el plano PQ perpendicular a MN, y 
sea BA perpendicular à AR. Tirada la AC per­
pendicular á AR, siendo AR perpendicular á AB 
y AC, lo será al plano BAC: luego el ángulo 
BAC, que mide al diedro, debe ser recto, y AB 
perpendictrlar á AC; y siéndolo á AR, lo es ai 
plano MN: luego &a. 

Prop. 96. Si dos planos son perpendiculares en­
tre sí, y en un punto de su común sección se tira una. 
perpendicular al uno de ellos, estará en el otro. 

Dem. Si el plano PQ es perpendicular al pla­
no MN, y AB también, AB estarà en el plano 

porque sino, levantando en A una perpen» 
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dieular á AR en el plano PQ, esta seria perpen­
dicular al plano MN; y en el punto A se po­
drían tirar dos perpendiculares al plano MN : lo 
que es imposible: luego Aß está en el plano PQ: 
Juego &a. 

Prop. 97. Si dos planos son perpendiculares á 
un tercero, su eornan sección lo será también. 

De;n. Sean Jos planos PQ, SR perpendiculares 120 
á MN. Si en el punto A se levanta una perpen­
dicular al plano MN, deberá estar en el plano 
PQ y en el plano RS, que son perpendiculares al 
MN: luego dicha perpendicular será la común sec­
ción de PQ, RS: luego &a. 

67. La proyección de un punto sobre un pla­
no es el pie de la perpendicular bajada desde 
dicho punto sobre el plano. 

La proyección de una recta sobre un plano es 
la serie de las proyecciones de sus puntos, ó la 
común sección del plano con otro perpendicular 
á el, que pase por dicha recta; porque todos los 
pies de las perpendiculares bajadas desde los pun­
tos de la recta al plano, deben estar en dicha 
Común sección. En efecto, estas perpendiculares no 
se separan del plano perpendicular; si se separa­
sen , se podria tirar otra perpendicular al otro 
plano desde un punto de la recta dada, que se­
ria la que se tirase desde dicho punto perpendi­
cular á la común sección. 

La inclinación de una recta sobre un plano se 
mide por el ángulo, que forma dicha recta con 
su proyección. 
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4® De los ángulos poliedros. 

68. síngalo poliedro ó sólido es el espacio in­
definido, comprendido entre varios planos que con­
curren en un mismo punto. Angulo plano es cada 
tino de los que se forman en el vórtice del án­
gulo poliedro por las intersecciones de cada plano 
con los adyacentes. 

Pirámide es el solido, que resulta coitando con 
un plano todos los planos de un ángulo poliedro. 
La pirámide es regular, cuando su base es un 
polígono regular, y la línea que pasa por el vér­
tice y el centro de la base es perpendicular a di-
clltl 1)Q80. 

La pirámide, cuya base es un triángulo, se llama 
tetraedro. t 

Prop. 98. Todo plano paralelo á la base ele. 
una pirámide corta todas las rectas tiradas desde 
el vértice á la base en la misma razón que un lado 
de la base tiene al correspondiente de la sección. 

I2i Dem. Sea el plano abede paralelo á la base. AE 
y ae son paralelas por ser las comunes secciones 
de la base y del plano paralelo con el triángulo 
lateral SAE ó por la misma razón son paralelas ED 
y ed, DC y cd &a. Luego los triángulos SAE y 
Sae, SED y Sed, SGD y Sed &a. son semejantes, 

AE SA SE_ SD 
y habrá estas proporciones — — - — Sc — 

— íiH gca. También: tirando la Sil desde el vér-
— tel ' 

tice á la base y tirando las EH, eh, deben ser 
paralelas por ser comunes secciones de la base f 
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del plano paralelo con el plano SEIT: luego los 

SE Sil triángulos SEíí, Sch semejantes dán ~ 
SE SA AK , SH SA AE , 

pe™ -57 = "Sr = W: )ueS° s£ = u — «r-lue-

go &a. 
Prop. 99. Todo plano paralelo á la base de 

una pirámide forma una sección semejante ci 
dicha base. 

Dem. La base ABC DE y la sección abcde tie­
nen sus lados paralelos y por tanto sus ángulos 
iguales: ademas sus lados están en la misma razón 
que están cortadas las aristas por el plano: Juego 
sus lados son proporcionales y sus ángulos iguales: 
luego son figuras ssmejantes: luego Sea. 

Prop. 100. Si en una pirámide se tira un. 
plano paralelo á la base, la base y la sección 
son como los cuadrados de sus distancias al vórtice. 

Dem. Sea la base B y la sección S: siendo figu­
ras semejantes, serán como los cuadrados de sus 

dimensiones homologas: luego -j :— ' pero — ^ 
SH . B SH2 . a* 

— "s/T: lueg° s = "77ï": lueS° &a-a h 
69. Prop. ioí. Si tres ángulos planos forman 

un ángulo triedro, cualquiera de ellos es menor 
que la suma de los otros dos. 

Dem. Sea el ángulo triedro S formado de los 
tres ángulos planos ASB, ASC, BSC. Sea ASB el 
mayor de ellos. Tiro la SD que forme en el pla­
no ASB el ángulo DSB ~ CSB. Tomo SD d» 
cualquier tamaño, y SC = SD; tiro por D cualquier 
recta BA, y en fia BG y CA: los triángulos BSC. 
JäSD, que tieneu BS común, SC ~ SD y el án-
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guio comprendido igual por construcción, son igua­
les: luego EG m BD: pero BG-j- CA > BA, por 
ser BA línea recta: luego quitando BC — BD, será 
CA > DA: luego en los triángulos CSA, DSA# 
que tienen SA común, y SC — SD, el que ten­
ga mayor el tercer lado, tendrá mayor el ángulo 
opuesto: luego el ángulo CSA > DSA; añadiendo 
á ambas partes BSC — BSD, será ASC -j- CSB > ASD 

-j- DSíi, ó > ASB: luego Sea. 
Prop. I02. La suma de los ángulos planos, que 

componen un ángulo poliedro, es menor que 
cuatro rectos. 

23 Dem. Sea S el ángulo poliedro. Tiro el plano 
ABC DE, que corte todos los del ángulo poliedro. 
Tomo en dicho plano cualquier punto O, y tiro 
á los vértices de la base las rectas OA, OB, OC, 
OD, OE. Se formarán en la base tantos triángulos, 
como triángulos laterales hay en la pirámide: y 
como los tres ángulos de cada triángulo valen dos 
rectos, la suma de los ángulos de los triángulos 
laterales valdrán tanto como la suma de ángulos 
de los triángulos de la base. Cada ángulo AED 
de esquina de Ja base es menor que la suma de 
Jos dos ángulos AES, SED de los triángulos la­
terales, que forman con el un ángulo triedro: lue­
go los ángulos inferiores de los triángulos latera­
les valen mas que los ángulos del polígono de 
la base: luego en compensación los ángulos ver­
ticales de los triángulos laterales valen menos que 
los ángulos del punto O: pero estos valen 4 rec­
tos: luego los ángulos del punto S valen menos que 
4 rectos: luego &a. 

yo. Llámase sólido regular el que tiene todas 
RUS caras iguales y sus ángulos poliedros compues­
tos de igual número de ángulos planos iguales. 



No hay mas que cinco solidos regulares. 
Dem. Con tres ángulos cié triángulo equilátero 

se puede formar ángulo poliedro: porque suman 2, 
rectos. El poliedro que resulta tiene 4 triángulos 
equiláteros por caras. Se flama tetraedro, 

Con cuatro ángulos de triángulo equilátero, oue 
8 , . . . . 

suman 5- de un recto, se puede formar ángulo po­

liedro. El sólido que resulta tiene ocho triángulos 
equiláteros por caras, y se llama octocdro. 

Con cinco ángulos de triángulo equilátero, que 

valen 5- de un recto, se puede formar ángulo po­

liedro. El sólido que resulta tiene 20 triángulos 
equiláteros por caras, y se llama icosaedro. 

No se pueden formar mas sólidos regulares con 
tiiángulos, porque seis ángulos tie triángulo equi­
látero valen 4 rectos. 

Con tres ángulos de cuadrado, que valen 3 rec­
ios, se puede formar ángulo poliedro. El solido que 
resulta tiene seis cuadrados por caras, y se llama 
exaeclro. 

Con cuatro ángulos de cuadrado, que valen 4 
rectos, no se puede formar ángulo poliedro. 

Con tres ángulos de pentágono regular, que com-
18 i ponen ^ de un recto, se puede formar ángulo po­

liedro. El sólido, que resulta, tiene ïa pentágono« 
regulares por caras, y se llama dodecaedro. 

Con tres ángulos de exágono, que componen 4 
rectos, no se puede formar ángulo poliedro, y 
menos con tres ángulos de eptágono, octógono, '&a.; 
niego no hay mas que cinco cuerpos regulares. 
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71. Prop. io3. Dos ángulos triedros, que tie-* 

nen sus ángulos planos respectivamente iguales, tie­
nen iguales los ángulos diedros, 

Dem. Sean los ángulos triedros S y 5, que tie­
nen el ángulo ASB — asb, el ángulo ASC — ase 
y el ángulo BSC — bse: tomo SB ~ sb, y tiro 
los planos BAC, bae perpendiculares á SB, sb\ y 
por tanto SB será perpendicular á las rectas BA., 
BC; y sb á las rectas ba, be. 

Los triángulos rectángulos SBA, sha, que tie­
nen SB n: sb por construcción, y el ángulo BS A 
— bsa por la hipótesi, son iguales: luego SA — 
sa y BA ~ ba. 

Los triángulos rectángulos SBC, 56c, que tienen 
SB n. 56, y BSC " bse por la hipótesi, son igua­
les: luego .SC ~5C y BC — be. 

Los triángulos CSA, esa, que tienen SC = sc 
y SA — sa, y el ángulo comprendido igual por 
la hipótesi, son iguales: luego CA r ca. 

Los triángulos ABC y abe, que tiene sus lados 
iguales, son iguales: luego el ángulo CBA — cba: 
pero estos ángulos rectilíneos miden á los ángulos 
diedros CBSA, cbsa: luego estos ángulos diedros 
son iguales. Del mismo modo se demostrará la igual­
dad de los demás: luego &a. 

7a. Se dice que dos ángulos poliedros son igua­
les por simetría., cuando los ángulos planos igua­
les están colocados á contrarias partes, como si 
fuese el ángulo ASB = A'S'B', BSC de la izquier-
da == B SC' de la derecha, y ASC m A'S'C': los 
ángulos diedros son también iguales "en este caso: 
mas 11Q es posible hacer coincidir los ángulos poliedros. 

2O Dos cuerpos se llaman simétricos, cuando coloca­
dos el uno sobre una base común, y el otro de-
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ajo <.c ella, sus vein es están en una misma rec­

ta perpendiciii ir á Ja Lase cornun, y á i-^ual dis­
tancia de esta l>ase, como SABC, S'ABCC Enton­
ces los ángulos poliedros S, S< son iguales nor si­
metría: pues es fácil demostrar la igualdad de log 
ángulos planos que los componen: mas no es po­
sible hacerlos coincidir, por estar á partes opuestas. 

Dos ángulos triedros, que tienen un ángulo die­
dro igual, é iguales los ángulos planos adyacentes 
son iguales: pues haciendo coincidir las aristas del 
ángulo diedro igual, coincidirán Jos ángulos pla­
nos adyacentes, pues son iguale?, y por consiguien­
te se ajustarán las otras aristas, y 'los ángulos trie­
dros coincidirán. 

Prop. 104. Si dos ángulos poliedros constan 
de ángulos planos y de ángulos diedros, iguales 
y colocados en el mismo orden, son iguales. 
, De.m- ^justando dos ángulos diedros iguales, los 
ángulos planos adyacentes coincidirán, porque son 
iguales, fam bien coincidirán los ángulos diedros 
que siguen á cada dos planos iguales, porque se 
suponen iguales. Del mismo modo se demostrará la 
coincidencia de los demás ángulos planos y diedros 
y por tanto la 'de los dos ángulos poliedros pro­
puestos: Juego &a. 1 

à. Superficies de los cuerpos. 

73. Prisma es el sólido, engendrado por el 1 op 
movimiento de una recta siempre paralela é iimal 
a si misma, que describe con su extremo A" un 
polígono cualquiera ABCDE. 

Ansta del prisma es la recta A a, que se nme-
i3 
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ve paralela a si misma. Prisma recto es aquel en 
que la arista es perpendicular al plano de la ba­
se, y oblicuo en el que la arista está inclinada al 
plano de la base. 

Las caras de un prisma son paralelogramos: 
pues si A a es igual y paralela á B AB será 
igual y paralela á ab, y el cuadrilátero, que tor— 
man, será un paralelogramo. 

Prop. i o5. Toda sección, paralela d la base 
de un prisma, es igual a dicha base. 

Dem. Sea la sección a'b'cd'e' paralela á ABCDE: 
ab' n AB por paralelas entre paralelas: lo mis­
mo se demostrará de los demás lados de la sec~ 
cion y de la base. También los ángulos ABC, a b c% 

serán iguales, porque sus lados son paralelos: lue­
go si la sección y la base tienen sus lados y án­
gulos iguales, son iguales: luego &a. 

Altura del prisma es la distancia de sus dos bases. 
Prop. 106. El area de un prisma es igual a 

su arista multiplicada por el perímetro de una 
sección perpendicular d ella. 

Í20 Dem. Si la arista A a es perpendicular al pla­
no de la sección ab'c d e\ lo serán todas las aris­
tas , que son paralelas á A a: luego los lados de 
la sección, que son perpendiculares á las aristas, 
serán las alturas de los paralelogramos laterales: 
el area de cada uno es igual a su base Aa, que 
es la arista, multiplicada por su altura, que sei a 
un lado de la sección: luego el area lateral, o la 
suma de los paralelogramos, será igual á la arista, 
factor común, multiplicada por la suma de los la­
dos de la sección. / 

El arca de un prisma recto es igual a su aris­
ta multiplicada por el perímetro de su base. 
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pues siendo la arista perpendicular á la base, la 
sección, perpendicular á la arista, será igual á la base. 

74. Paralelepípedo es un prisma, cuya base es 
un paralelogramo. 

Prop. 107. Las seis caras del paralelepípedo 
son iguales y paralelas dos á dos. 

Dem. Los paralelogramos opuestos Ac/, Be tie­
nen los lados CB y cb iguales á DA y da, por ser 
las bases paralelogramos: también tienen Bó, Ce, 
Aa, Dd iguales por aristas del prisma: y el án­
gulo cCB — d[)A, por ser sus lados paralelos: lue­
go son iguales: y como Dd es paralela á Ce y 
DA es paralela á CB, los planos de dichos pa­
ralelogramos, que pasan por estas rectas, son pa­
ralelos: lo mismo se podrá demostrar de los pa-
ralelog ramos De, Ab: luego & a. 

En 1111 paralelepípedo se pueden tomar por bases 
cualesquiera dos de los paralelogramos opuestos: 
pues son iguales y paralelos. 

Paralelepípedo rectángulo es aquel, que ademas 
de ser recto, tiene por base un rectángulo. Cubo 
es un paralelepípedo rectángulo, que tiene por ba­
se un cuadrado y su arista igual al lado de la 
base, y por tanto sus caras son seis cuadrados 
iguales. 

Cilindro es un cuerpo formado por el movi­
miento de una recta, que corre con un estremo 
una curva cualquiera, quedando siempre paralela 
á si misma. Generatriz del cilindro es la recta que 
lo forma con su movimiento. Si la base es un cír­
culo, el ege del cilindro es la recta que une los cen­
tros de las dos bases paralelas. 

Toda sección de un cilindro paralela á su base, 
es igual á ella: porque tirando planos por el eçe 
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del cilindro y la generatriz, qtie «on recfas igua­
les y paralelas, las comunes secciones tie la base 
y de la sección serán iguales y paralelas: luego si 
Ja base es un círculo, sus radios son iguales, la 
sección lo será también, y tendrá un radio igual 
al de la basé: luego &a. 

Cilindro recto es el que tiene sus generatrices 
perpendiculares al plano de la base, y oblicuo, ei 
que no. 

Prop. 108. La, superficie lateral de un cilin­
dro recto es igual d su ege multiplicado por la, 
circunferencia de la base. 

Dem. Sea S la superficie lateral del cilindro: G 
la circunferencia de su base; H su altura: circuns­
cribo á la base un polígono regular y sobre él cons­
truyo un prisma de la misma altura que el cilin­
dro: la superficie de este prisma será mayor que 
la del cilindro, á quien envuelve: sea x el exceso 
de la area del prisma sobre la del cilindro, y % 
el exceso del perímetro de la base del prisma so­
bre el de la del cilindro: será S + x el area del prisma, 
y C -i- z el perímetro de su base: pero el area del 
prisma recto es igual al [perímetro de su base por su 
altura: luego S -j- x = H ( C -j- z ). S, II y G son 
cantidades invariables: x y z disminuyen doblando 
el número de lados del polígono de la base: lue­
go si bay ecuación entre las variables, la liabra 
entre los límites, y será S ~ CH: luego 8ca. 

Sea R el radio de la base del cilindro: será 
apR su circunferencia, y el area lateral del cilin­
dro será apRH. 

Prop. 109. El area del cilindr o oblicuo es igual 
á su ege multiplicado por el perímetro de una 
sección perpendicular a su ege. 
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Dem. CóTfïihdo e] cilindro por diciia sercinn, v* 131 

uniendo sus dos bases ABCD, ahed, se convertirá 
en un cilindro recto, cuyo ege y superficie serán 
los mismos, y sus bases serin iguales ala sección: 
Ine^o sil area será el perímetro de Ja sección mul­
tiplicado por el ege. 

74. El area de una pirámide cualquiera se ha­
lla sumando las areas de sus caras. 

Prop. 110. El area de una pirámide regular 
es igual al semiperimetro de su base multiplicado 
por la. apoteema. 

Dem. Los triángulos laterales son iguales, y sus 
alturas, que son las apoteemas, deben serlo tam­
bién* pero el area de cada uno es igual á su altura 
multiplicada por la mitad de su base: luego la suma 
de todos es igual ä la apoteema, factor común, 
multiplicada por la semisuma de las bases, que es 
el semiperimetro de la base de la pirámide; luego &a. 

Cono es un sólido engendrado por el movimiento 
de una recta, que, fija en un estremo, corre con el 
otro una curva cualquiera. En estos elementos solo 
hablamos del cono, cuya base es un círculo. Ege del 
cono es la recta tirada de su cúspide al centro de 
su base. El cono es recio, cuando el ege es per­
pendicular al plano de la base, y oblicuo, cuando no. 

Prop ni. Toda sección paralela á la base 
del cono es un círculo. 

Dem. Tirando planos por el ege y la genera­
triz , la línea que cojan en la sección ha ele ser 
al radio de la base en la razón de sus distancia« 
al cúspide: luego está línea tendrá siempre el mis­
mo valor, sea cual fuere la generatriz por donde 
pase el plano, pues los tres últimos términos de 
la proporción son siempre los mismos: luego toda« 
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las líneas tiradas en la sección desde el ege hasta 
las generatrices son iguales: luego la sección es 
un círculo, cuyo centro está en el ege. 

Prop. 112. El arca lateral del cono es igual 
d su lado multiplicado por la mitad de la cir­
cunferencia de su base. 

Dem. Sea S el area del cono, C la circunfe­
rencia de su base, L su lado. Circunscribo á la 
base un polígono regular, y construyendo sobre él 
una pirámide regular del mismo cúspide que eí 
cono, será S -j- x el area de esta pirámide, y C+s 
el perímetro de su base, siendo x y z los res­
pectivos excesos de la pirámide sobre el cono: lue­
go S -j- X — ( G -i- z ), de donde resulta ecuación 
entre los límites S — ^CL, por ser x y z dismi-
nuibles á voluntad: luego &a. 

Sea R el radio de la base del cono: su circun­
ferencia será ipR ,  y el  area lateral  del  cono será L/JR. 

El area de una pirámide truncada de bases 
paralelas es igual á la altura de uno de sus tra­
pecios laterales multiplicada por el perímetro de 
una sección media entre las dos bases: porque 
siendo sus caras trapecios de igual altura, la suma 
de ellas será la altura de un trapecio multiplica­
da por la suma de las bases medias, ó por el 
perímetro de una sección media entre ambas bases. 

Prop. li3. El area de un cono truncado es 
igual á su lado multiplicado por la circunferencia 
de la base media. 

Dem. Sea S el area de un cono truncado, S-i x 
la <le Ja pirámide regular circunscripta: C la cir-
cuntereiifcia de la base media: G z el perímetro 
del polígono regular circunscripto á ella, L el la­
do del cono, que será la altura del trapecio lateral. 
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El area de la pirámide truncada será S J- x zz L 
( Cf5 ); luego si hay ecuación entre Jas varia­
bles, los límites son iguales, y S ~ CL: luego &a. 

Sean R y r los radios de ambas bases: el de la 

media será y su circunferencia será p ( R + r ), 

y el area del cono truncado Lp ( R -V r ). 

75. La esfera es un cuerpo engendrado por i33 
Ja revolución de un semicírculo ADB al rededor 
de su diámetro AB. 

Se llama casquete esférico la superficie engendrada 
por el arco A D próximo al diámetro: zona la 
superficie engendrada por el arco DF ó DE, que 
no toca al diámetro: segtor esférico el sólido en­
gendrado por la revolución del segtor circular ACD: 
segmento esférico el sólido engendrado por la revo­
lución del semisegmenöo circular ADI al rededor 
del diámetro. 

Todos los puntos de la superßeie de la esfera 
distan igualmente de su centro: pues los puntos de 
la semicircunferencia generatriz se han conservado 
equidistantes de dicho centro en toda la revolución. 

Cualquier diámetro de la esfera pudo haber 
servido de ege para su formación-, pues su corres­
pondiente semicircunferencia hubiera pasado en la 
revolución por los mismos puntos que otra cual­
quiera; es decir, por los puntos que distan del 
centro de la esfera una cantidad igual á su radio. 

Todo plano, que pasa por el centro de la esfera, 
la corta por su circulo generador: pues cualquiera 
de los diámetros, que cogerá dicho plano, puede 
suponerse que es el ege de la esfera. 

Círculos máximos de la esfera son aquellos, cuyo 
plano pasa por el4 ceatrQ de 1a esfera, 
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34- Superficie ele revolución es la que forma cual­

quier curva ACDB girando al rededor de un ege Ab» 
Prop. 114. Tocio plano, perpendicular al ege 

ele una superficie de revolución, forma una cu — 
cunfer encía circular en su intersección con dicha, 
superficie, porque la recta 131, perpendiculai al ege? 
forma en su revolución un plano perpendiculai tam­
bién al ege, cuya intersección con la superficie es la 
curva descrita por el punto D: pero el punto i) 
describe un círculo, porque siempre conserva la 
misma distancia Di al ege: luego ¿xa. 

3 33 Prop. iiS. Toda sección de la esfera, hecha 
por un plano, es un circulo. Porque, si el plano 
es DG, tomando por ege de la esfera el diámetro 
AB perpendicular á este plano, su sección con la 
superficie de la esfera sera un círculo. 

Z a s  s e c c i o n e s  m a s  l e j a n a s  d e l  c é n i t  o  d e  l a  es­
fera forman circuios mas pequeños: porque el diá­
metro del círculo de la sección es^ la cuerda DG» 
y las cuerdas son tanto mas pequeñas, cuanto mas 
se alejan del' centro. 

Circuios menores de la esfera son aquellos, cuyos 
planos no pasan por su centio-

r-6 Prop. 116. Si un semipoUgono regular gira 
al rededor de un ege, el area de cualquier porción 
de la superficie engendrada es igual á la parte 
del e-e correspondiente á dicha porcwn multiplicada 
por la circunferencia del círculo inscripto. 

35 Dem. Sea ABDIP una poreion del semipohgono, 
AO su ege C el centro del circula inscripto, que 
debeiú estar en dicho ege, si este ha de equidistar de 
cada dos vértices del polígono total. El lado Ab íntne-

' diato al ege forma un cono, cuya superficie lateral 
cV la mitad de su lado multiplicado por la cir-
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«»inferencia de su J.ase, esto es, AQ x circ." BN. 
Tirando el radio ->Q, los triángulos rectángulo« 
ACQ, ABN, semejantes por tener el ángulo común 

A  V  C Q  _  A Q  CQ cir CQ , AO 
A, dan — ÁN * Pero BN — cir. BN : íueg° ~ 
— y AQ x cir. BN = AN x cir. CQ, y re­

presentando el i.er producto la area del cono, tam­
bién Ja representará el 2.0, que es la pai te AN de 
ege que le corresponde por la circunferencia del 
círculo inscripto. 

Los lados BD, DI, oblicuos al ege, describen 
conos truncados. La area del que describe DI es 
rz DI X cir. KL, base inedia. Los» triángulos DIG, 
KLC semejantes por tener sus lados perpendicuJa-

J, CK , cir. CK DI 
res dan KL , o cir> KL — , de donde DG x cir. 

CK — DI X cir. KL, y si el 2.0 miembro es el area 
del tronco, también lo será el i.°: luego cada cono 
truncado tiene por area la parte de ege, que Je corres­
ponde, multiplicada por la circunferencia inscripta. 

Ultimamente, si hay un lado YP paralelo al e^e, 
describirá un cilindro, cuya area es MO x cir. PQ; 
pero PO es =r al radio del círculo inscripto: lue­
go también esta area es igual á su porción de ege 
multiplicada por la circunferencia inscripta. 

Luego sumando varias de estas areas, cualquier 
porción de Ja superficie engendrada será — á Ja cir­
cunferencia inscripta, factor común, multiplicada 
por Ja suma de porciones del ege: luego &a. 

Prop. 117. El area de un casquete esférico es 
igual ala parte de ege que le corresponde mul­
tiplicada por la circunferencia del circuló máximo, 

Sea AI una porcioa de polígono recular cir-
.. t i ¿4 
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CUïfsSripto al arco ela círculo máximo j cuya re­
volución forma el casquetie: el numero de lados 
de esta porción de polígono se determina por el 
número tie partes en que se divida el atoo. Sea 
G* la area del casquete*, u el exceso del area, 
engendrada por la porción de polígono, sooie el 
area del casquete: esta area .será C -J-w: sea ¡s'la 
altura del casquete, y s el exceso de la altura A 
del area, formada por el polígono, sobre la altura de 
casquete: será # + s la altura de dicha aiea, y co 
mo dicha area es igual á su altura multiplicada por 
la circunferencia del círculo mlximo, llamando es­
ta circunferencia P¿, será G a m: P (w 4*- ) » ° 
C^U = ?x•+ Vz ? C y ?xmon - inVariables, u j \z 
disminuyen á arbitrio: pues mientras mas lados tea 
ea el pedazo de polígono , mas se aecieau^ su area 
y su altura á las del casquete: luego habra ecuacioa 
èntrç las invariables y será C = Par 1 luego &a. 

Poniendo en lugar de P, que es la circunferen­
cia del círculo máximo, su valor a¿>R, sera zpRx 
la fórmula del area del casquete. 

La area de media esfera es igual al radio 
multiplicado por la circunferencia del circulo má­
ximo-. pues es un casquete, cuya altura es el ratio. 

Su fórmula será ipV\ X R o a/?R . , 
La area de la esfera es igual á su diámetro, 

multiplicado por la circunferencia del circulo má­
ximo: pues debe ser doble de la area de media es­

fera : su fórmula es apR. X aR o 4• 
La arca de la esfera es cuadrupla de la de si s 

" \ 3 
círculo máximo: pues la area de la esfera \C3 ¿j-7/R % 

„._üafT ' , 
fa del círculo máximo es pR ? , _ 
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Ta area cíe una zona esf érica es igual á sti al­

tura multiplicada por la circunferencia riel circu­
lo máximo. Porque la zona es la diferencia cíe los 
dos casquetes, que rematan en sus bases: sea x la 
altura del mayor y x' la del menor: la area del 
mayor será 2,pRx, la del menor 2/jR.rrestähdoy 
será la de la zona ( x — x' ) : pero x — x' 
es la altura de la zona: luego ¿ka. 

La area de la esfera es igual á la lateral del 
cilindro circunscripto', porque siendo la area de 
este igual á su ege multiplicado por la circunferen­
cia de la base, será aR x 3/9R , por ser la base un 
círculo del mismo radio que el de la e=fera: pero 

aR X 2/9R rr: 4pR*» area c^e Ja esfera: luego Sea. 
La area de la esfera es f de la total del ci­

lindro circunscripto : porque la lateral de este , igual 
a la de la esfera, es igual á ¿j. circuios máximos: 
luego anaciendo' las do3 bases, que equivalen á dos 
círcuk>s máximos, la area del cilindro equivaldrá á 
6 círculos máximos: Ja de la esfera equivale á 4: 
luego &a. 

l' 6.° De los poliedros semejantes y simétricos. 
• . r' ! r • i . , • ' . ' . . , 

•77. Llámase poliedro todo espacio encerrado por 
superficies piarías. Poliedros convexos son aquellos, 
cuya superficie no puede ser cortada por una línea 
recta mas que en dos puntos. En estos poliedros, 
prolongado indefinidamente el plano de una de sus 
chras,' todo el sólido ha de quedar situado á na 
iïiismo lado de dicho plano, En estos elementos solo 
tratamos de los poliedros convexos, 
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135 Dos tetraedros son semejantes, cuando tienen do« 

caras semejarlos é igualmente situadas, y el ángulo 
diedro, que forman dichas caras, es igual. 

Prop, lio. Los tetraedros semejantes tienen i .* 
sus aristas proporcionales: £.® todas sus caras se~ 
me jantes-. 3.® 5¿¿? ángulos diedros y triedros res-
peetivamente iguales. 

Sea el tetraedro S\BC semejante á S'A BC : et 
decir, sea la cara S3 J semejante á S'ß'C, SAG se­
mejante á S'A'G' y el ángulo diedro SCAB ZZ S C A'B'. 
Coloco el punto S' sobre S, la arista S C sobre SC, 
y llegará á c, y la cara S'ß'C' sobre SBC: por ser igua­
les los ángulos diedros SCAB, S C A'B , cayendo 
el plano S'B'C sobre SBC, el plano SC A caerá 
sobre SCA. Por ser el triángulo SBC semejante á 
S'B'C, serán iguales sus ángulos en S, S : y ca­
yendo el lado SC sobre SC, el lado SB caerá 
sobre SB hasta b: y por ser también iguales los 
ángulos en B y B', la base B'C caerá en be para­
lelamente á BC. Del mismo modo demostraré, por 
ser semejantes los triángulos S G'A' , SCA, que la 
arista S'A' caerá sobre SA, hasta a, y la base A C'-
caerá en ac paralelamente á AC: luego el plano 
abe, pasando por el ángulo bea , cuyos lados son 
paralelos á los de BCA, será paralelo á la base 
ABC: pero dos planos paralelos, que cortan un 
ángulo triedro , hacen todas las aristas proporcio­
nales : luego las aristas del tetraedro Sabe son pro­
porcionales a las del tetraedro SABC. También: el 
triángulo bac es semejante al BAC, por ser sus 
ángufos formados de paralelas y por tanto iguales: y 
el triángulo Sab es semejante a SAB, por ser igua­
les los ángulos en b y B, a y A por correspondien­
tes: luego todas las caras de un tetraedro son se­
mejantes á las del otro. También: todos los ángu­
lo« triedros son iguales: pues cada do« correspon-
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tltcnfes S3 compondrán de ángulos pin no? , rpr se-
*án iguales por pertenecer á triángulos semejante«; 
y los ángulos diedros serán también iguales, por­
que fo son los triedros: luego Sea. 

Dos tetraedros, que tienen todas sus aristas pro­
porcionales , son semejantes. Porque los ttiíngulos, 
que forman las aristas, serán semejantes, por tener 
sus lados proporcionales: luego tendrán sus ángu­
los iguales , y J05 ángulos triedros se compondrán 
ile ángulos planos iguales , y los ángulos diedros 
«eran iguale;: luego habrá nn ángulo diedro igual 
formado por caras semejante« y los tetraedros serán 
semejantes: luego &a. 

Dos tetraedros , que tienen todas sus caras seme-
jantes, son semejantes: pues tendrán todas sus aris­
tas proporcionales , por ser lados de triángulos se­
mejantes. 

Dos poliedros son semejantes , cnarnlo tirando dia­
gonales desde dos ángulos homólogos á los demás, 
quedan divididos en tetraedros respectivamente se­
mejantes. 

78. Prop. 119. Los poliedros semejantes tienen 
tus aristas proporcionales, sus ángulos poliedros y 
diedros iguales, y sus caras semejantes. 

m Suponiendo los dos poliedros semejantes di- i38 
Vididos en tetraedros semejantes por medio de las 
«¡agonales tiradas desde los ángulos homólogos Ayo, 
las aristas del poliedro serán respectivamente arista9 
de los tetraedros parciales; y siendo estos semejan­
tes, dichas aristas serán proporcionales: y como ca­
da una se halla en dos tetraedros, se podrán com­
parar las de dos tetraed ros semejantes con las de 
Otros Jos contiguos, y tóelas serán proporcionales. 
V „ 08 ángulos poliedros se componen de los ángu-
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los triedros cíe los tetraedros semejantes; y síend£ 
estos ángulos triedlos respectivamente iguales, tam­
bién lo serán los poliedros. 

Cada ángulo diedro de dos caras es la suma dd1 
O 

los ángulos diedros de los tetraedros que pasar? 
por la arista común á dichas" dos caras: y siendo« 
los ángulos diedros de los tetraedros semejante» 
respectivamente iguales, también lo serán los án*» 
gulos diedros de los poliedros. 

Sean I, D, E, F cuatro vértices de un poliedro* 
é z, c/, e, f los correspondientes del otro. Sean 
IDE, iEF las bases de los tetraedros formados por 
las diagonales tiradas desde A, é zr/e, icf las base» 
de los tetraedros semejantes del otro poliedro. Si 
los triángulos IDE, ÍEF forman un solo plana 
cuadran guiar, las bases ide, ief formarán otro plano 
cuadrangular semejante al primero: porque el ángulo 
DIE — die por la semejanza de los triángulos en 
que ertán: por la misma razón EJF — eif: tam­
bién tirando las DF, df, serán semejantes los trián­
gulos DIF, dif por ser sus Jados proporcionales, y 
será el ángulo DIF == dif: pero DIF == DIE + 
EIF, por la hipótesi de estar los triángulos DIE, 
EIF en un mismo plano: luego dif ~ d\c eif* 
pero esto no podria ser si los. triángulos die, eif 
no estuviesen en un mismo plano, pues entonce» 
el ángulo dif seria menor que la suma de los otros 
dos die, eif: luego estos dos triángulos forman un 
•mismo piano; y del mismo modo demostraré que 
si las bases de los tetrad,ios parciales forman en un 
poliedro cualquier polígono,,, las,. b^es1 de Ips coi4-
resnondieníes tetraedros,..formenan en el otro otro 
polífono del mismo número de lados qu,e el prw 
tuero, y semejante a el} pues constata tie tiián^u— 
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los respectivamente semejantes á los (Jel primero: 
luego las cahis de los poliedros semejantes son se-
iiiejantes: luego Sea/ 

79. Prop. iao. Las arcas de los poliedros se­
mejantes son como los cuadrados de sus aristas 
homologas. 

Dem. Estas areas se componen Je caras, respec­
tivamente semejantes; luego serán como los cuadrados 
de sus aristas homologas: pero todas sus ari&tas 
son proporcionales: liiego las cai'as taríibien, y la 
suma de todas las caras de un poliedro, que com­
ponen su area, es á la area del otro en la misma 
razón que dos caras semejantes, ó en la misma ra­
zón que los cuadrados de sus aristas homologas: 
!uego Sea. 

Cilindros semejantes son los que tienen los rec­
tángulos generadores semejantes, es decif, sus- al­
turas proporcionales á los radios de sus bases. 

Prop. 121. Zas areas délos cilindros semejantes 
son como los cuadrados de sus alturas ó de los 
radios de sus bases. -

Dein. Sean R y r los radio$ de las bases, y Ií 
y h las alturas: llamando S y s las superficies, será 

$ = 2];RH, y 5 — zprh: luego 7 = ~ — 7 X 
1 1  H R .  .  
% : pero ^ n - en los cilindros semejantes: Iue-

, S R2 

go sustituyendo será 7 rr -—: luego Sea. 
r 

Conos semejantes eon los que tienen semejantes 
fms triángulos generadores, y por tanto los radios 
de las bases proporcionales á alturas y apoteemas. 

Prop. isa. Las areas de los conos semejantes 
ffora como los cuadrados de los radios do sus bases* " , íN rfS «4 a) Su -j V? 4 i*""«.? -f <r. 
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ó como los cuadrados de sus alturas y apotccmas. 

Dem. Stan S, 5 las areas tie Jos dos conos; R 
y r los radios de sus bases; A y a sus apotecmas: 

. S AR A R 
6erá S == pAR, 5 —par: luego 7 = — = - x 7; 

A R . 
pero en los conos semejantes ~ =z luego sus-

s ^ tituyendo p — ~ i luego &a. 

Prop. 12,3. Zas areas de las esferas son como 
los cuadrados de sus radíos. 

Dem. Sean S y 5 las areas de las esferas, R y ff 

los radios; sera S — 4Y s — 4P1 * luego — 

•—; luego Sea. 
80. Dos poliedros son simétricos, cuando cada? 

dos -vértices correspondientes están en una misma 
recta perpendicular á un plano, y á igual distan­
cia de dicho plano. 

Prop. 124. Los poliedros simétricos tienen igua-
les sus'aristas, caras, ángulos poliedros y diedro.>. 

3? Dein. Sean A, B,C, U, a, los vémces.le-
dos poliedros simétricos con respecto al plano MN 
, - 1 p — (ip, BQ rz ¿Q. Doblando el trapecio kabB-
„or la recta PQ, caerá QB sobre Qb por ser rectos 
los ángulos en Q, V PA sobre Ya por ser recto» 
os ángulos en P: por ser PA = Po, cae ra A sobre 

a y "por ser QB -  Qb,cacra B sobre 6: luego 
AB se ajustará con ab serán iguales: luego las 
aristas son iguales. 

El triángulo ABC = abe por ser iguales las aris­
tas que lo forman: por la misma razón AUJ 
ce di si ABC y .AC D ¿>nuan uu solo plauo tuauiaar 
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guTar abe y acd formarán también \m solo plañó 
cuadrangular : porque cl ángulo BAC — bac por es­
tar en triángulos iguales: CA D = cad por la misma 
razón: BAD — bad, porque tirando las aristas B£>, 
bd, serán iguales Jos triángulos BAD, bad: pero el 
ángulo B \i) — BAC-{-CAD por la hipótesi de estar 
los triángulos BAC y CAD eti un mismo plano: 
luego bad — hac + cad, pero si los triángulos bac 
y cad estuviesen en diferentes planos, seria bad 
menor que bac cad: luego dicho» triángulos for­
man un solo plano, y por tanto á cada cara de 
un sólido corresponde otra en su simétrico del mismo 
numero de lados, é igual á ella, pues constan de 
triángulos respectivamente iguales; luego las caras 
son iguales. 

Los ángulos poliedros son iguales, porque constan 
de ángulos triedros iguales. Los ángulos diedros son 
iguales, por ser iguales los ángulos poliedros: lue­
go Rea. 

P.op. 12 5. Toda par al clbpwedb se compone dé 
dos prismas triangulares simétricos. 

Dem. Sea el paralelepípedo Ac. Por las aristas 
opuesta« D d, tiro el plano D^F>¿, que será un 
para leí og ramo:, por ser D d igual y paralela á BA-
ppr tanto los sólidos ABÜaW, DBCdbc son dos 
prismas triangulares, pues todas sus caras son pa-
raielogramos, y sus bases son triángulos paralelos é 
iguales, por ser mitades de los para ¡«logra mos igua­
les A BCD, abed. Ahora bajando desde cv Ja per­
pendicular aF al plano ABCDr y tirando fas AP 

. y , ,e S- la PerPendicular C/ ai pierio akcd\ 7 tlFan^° J*scf? tendremos que las perpendicu-
Jares ab , C/ son iguales por paralelas entre pla­
nos paralelos. También los triángulos aAF, Ce/ Soa 

is 
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iguales: por «er An ~ Ce por hrisfas, aV ~ Cf y 
cl ángulo AriF ~ cCF, por ser sus lados paralelos: 
luego el lado AF — cf. Del mismo modo demos­
traremos que DF zz hf\ suponiendo tiradas las rectas 
«D, Cb que serán iguales y paralelas, porque las 
unen DC y ab iguales y paralelas: luego íl trian­
gulo ADF zl bcj por tener sus lados iguales. 

Coloco el prisma DBQbcd bajo el prisma A D8<2 /6, 
¿le modo que la base abe coincida con su igual 
ADB, poniendo be sobre sa igual A D y cd sobre 
su igual Aß. El triángulo cfb coincidirá con su igual 
ADF, el punto f caerá sobre F, y las F¿z, C]f\ 
perpendiculares á un mismo plano*, estarán en una 
misma recta, y como son iguales, los vértices a y 
C ( transferido á E ) equidistarán de la base común: 
y como se podrá demostrar lo mismo de los vértices 
d y B transferido á I, y b y D transferido á H, se-
. lán dichos dos prismas simétricos: luego &a. 

VOLUMENES/ 

81. Se puede construir un prisma recto equiva­
lente á uri oblicuo % teniendo ambos una misma arista. 

> Dem. Sea el prisma oblicuo AO: prolongo sus 
aristas, y tiro el plano MM perpendicular á su 
prolongación: tomo P/? — BD y tiro el plano po 
paralelo á PO. El sólido 03 se puede sobreponer 
á OD. Porque la base OP se^ puede sobreponer á 
su i<'ual op. Siendo P/J-BO, añadiendo á ambas 
partes pB, será PB = pD, y por tanto el punto 
B caerá sobre D. Los planos Ar>, CD coinciduan 
por estar igualmente inclinados á la arista: y sien­
do las bases AB, CD iguales, coincidirán también: 
luego los sólidos OB, oD coinciden, y son iguales« 
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«juítnndo de nmbos el sólido oT?, sera el prisma 
recto Op equivalente al oblicuo Ai): luego &a. 

Prop. i 2 ' h  D o s  p r i s m a s  simétricos aon equiva­
lentes. 

Dem. Sean los dos primas simétricos AD, a<l, 
simétrizaclos co i respecto a' plano MN perpendi­
cular n la dirección de pus aristas: construyo los 
prismas recios OP, 0// respectivamente equivalen­
tes á los prismas simétricos: estos prismas i*erj¿£ 
podrán coincidir por >cr sus bases y ari«*-l i  i  ,  " . t í f i c o s ,  q u e  Jos: luego seran ígu^es: Juego los 1 ; • i .i erruivalentes entre si. son equivalentes a ellos, —* , 

82. Prop. 12/. zos paralelepípedos de i^ial 
lase y alturr son equivalentesl 

l)em. S~an los dos paralelepípedos Jil, I1.1N, cu­
yas lases superiores MI, UN estén entre la? pa­
raléis MN, GK : los prismas triangulares EG MU, 
FINK. son snperponibles, colocando IF sobre su igual 
GE: por ser el ángulo E rr F por formados de 
paralelas, FK caerá sobre su igual EFT, y las oa­
ses triangulares GEII, IFK coincidirán: las aristas 
MG, NK de ambos prismas son iguales: luego 
coincidirán el uno con el otro y serán iguales: 
restándolos ambos del sólido total, quedara el pa­
ralelepípedo El —al paralelepípedo EK: luego dos 
paralelepípedos fie una misma base y altuia, que 
ajustados por la base inferior, tienen las supe­
riores entre unas mismas paralelas, son equivalentes. 

Si ajustadas las bases inferiores, 110 quedan las 
superiores entre unas mismas paialelas, como su­
cede á las bases ABCD, abed, prolongando CD y 
BA, be y ad basta que se encuentren, formarán 
el paralelogramo A B C D': este será igual á cada 
v.no de los otros dos *. porque sus ángulos son 
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le« a los de ABC D, y abed por las paralelas, y los laclo« 
A D , B C son iguales á AD y BC¡ por paralelas en­
tre paralela?, así como los lalos C'D', B'A' son 
iguales á CÍ/, ba por paralelas entre paralelas: lue­
go el paralelogramo A BCD , siendo igual á cual­
quiera de los otros dosN será igual á la base co­
mún inferior; y haciendo pasar un tercer parale­
lepípedo desde la base interior hasta el paralelo-

A'B'G D', este será equivalente al que tíc-
6iiperiorfese suPerior * A3ü\>, porque sus bases 
BA<: el tercer" pTrafele'?.?*',Para,elas CD', 
que tiene por ¿Le 8n /^7™ su, 

¿C'es :TTeS eS.tà" entre Una3 paralelas 
» . luego los dos paralelepípedo* pro-pues-

O», equivalentes al tercero', son equivaled? en-
tre si: iuego &a. 

Prop. 12,o. Un paralelepípedo oblicuángulo es 
equivalente d otro rectángulo 

vase equivalente. • 
Dem Sea ABC D Ja base del paralelepípedo obli-
an0u o propuesto: levantando en sus vértices cua-

TO perpendiculares iguales á su altura, el para­
lelepípedo ABEI, que tiene la misma base y altu-
ra, que el propuesto, será igual á él. Tomo en 
el paralelepípedo ABEI por base la cara AM; y 
evantando en sus vértices cuatro perpendiculares 

iguales a Ja altura del paralelogramo ABCD, for­
mare el paralelepípedo rectángulo equivalente á ABEI 
por tener la misma base y altura que él, y por 
tanto equivalente al propuesto: luego &a. 

83. Prop. 129. Dos paralelepípedos rectánqu-
c-c una misma base son entre sí como sus alturas. 

Dein. Si las alturas son conmensurables, divi-
aieadola* en partes iguales á s\i medida común, y 

*  * é i *  j  '  f j  



tirando p1ano9 paralelos á Ja base, quedarán divi­
didos en paralelepípedos rectángulos iguales, por­
que tendrán iguales bases y alturas; y como en 
cada und de los dos paralelepípedos habrá tantos 
parciales, como veces contiene su altura á la me­
dida co/nun, será un paralelepípedo al otro en la 
misma razón que sus alturas. 

Si las alturas BC, be son inconmensnrables, di­
vídase 3a altura BC en un cierto número de par­
tes iguales, y tómense sobre be partes iguales á 
Jas de BC: el último punto de division no cae­
rá en c, pues BC y be son inconmensurables, si­
no en l fuera de la be: tiro el plano li para­
lelo á la base ub: y como BG y bl son conmen­
surables, los paralelepípedos al^ AC son como sus 
. al altaras: esto es ~ pero al zr ac + cll y bl 

j i  ac dl he el _ — uc^-cl: sustituyendo es J- rr -f- Los 

primeros términos de cada miembro son constantes: 
pero di y el son disminuibles á voluntad, pues el 
punto l puede acercarse cuanto se quiera al punto 
c, tomando partes mas pequeñas en la BG: luego si 

existe la ecuación, después de hechos los incrementos, 
, ac be -existía antes, y sera -^r =: : luego &a. 

Prop. i3o. Dos paralelepípedos rectángulos de 
igual altura son entre sí como sus bases. 

Dem. Sean dichos paralelepípedos P y p, y coló- 106 
quense de modo que coincidan en un ángulo trie­
dro. y en la arista de la altura, que es igual: 
y sean sus bases AG y AK. Prolongúese Ja IK, 
^a$ta II» y leváate«e sobre la base AH un parar 
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lelepipedo, que Hamo Q, de igual altura'que los 
otros dos. Los paralelepípedos P y Q tienen co­
mún Ja base levantada sobre la arista AB, y se­

rán como sus alturas AD, AI: esto es £ — 4?. 7 AI 
Los paralelepípedos Q y p tienen común la base 
levantada sobre la arista AI, y serán como sus 

alturas AB, AL, ó ~ : multiplicando estas 
1 • ' P ADxAB tíos ecuaciones, sera - — "777^7: pero AD X AB e» 

la superficie del rectángulo AC , base del parale­
lepípedo P, y AI X AL es la superficie del rec­
tángulo AK, base de p\ luego &a. 

Prop. 1 3 r. Dos paralelepípedos cualesquiera son 
como los productos de sus bases por sus alturas. 

Dem. Sean los dos paralelepípedos P, p: sus 
bases B y 6, sus alturas A y a. Prolongo el pa­
ralelepípedo p basta que tenga tanta altura como 
Pj y llamo Q al paralelepípedo p prolongado. Co­
mo P y Q tienen una misma altura, serán como 

1 P . B _ sus bases, esto es, 5- p como (¿y p tienen 

una misma base, serán como sus alturas, esto es, 

— — •;: multiplicando estas dos ecuaciones, será 
p AxB 
p rtxk* , 

Prop. i3a. Los paralelepípedos rectángulos son 
como los productos de sus tres dimensiones, es de-
cir, de las tres aristas que concurren cu un ri/z-
£¿ilo triedro. 
- Dem. Una de estas aristas c§ A, a; h" Otra* 
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tíos C, D, mul ti pilcadas' entre sí componen la ha-
pe B; y en el otro paralelepípsdo c, af multiplica­
das entre sí componen la base b: siendo, pues, 
P A*B i*' 
~ == .^5 poniendo por B, C x D, y por b, c x d9 será 

P AxCxD , 
Iuego &a. 

Para medir el volumen de los cuerpos, se lia 
tomado por unidad el cubo, cuvas aristas son v 

iguales á Ja unidad lineal. 
84. Prop. 133. El volumen de un paralelepí­

pedo rectángulo es igual á su dase multiplicada 
por su altura. 

Dem. Sea P el paralelepípedo y C el cubo que 
se toma por unidad. Sea A la altura del paralelepí­
pedo, y D y G Jas dimensiones de su base: como el 
cubo es un paralelepípedo rectángulo, cuyas dimen-
t;n„0„ „ , P AxDxG . _ siones son 1, 1 y 1 sera ^ n — A x D x ' J » L jxixi ^ 

G: y corno las veces que P contiene al cubo C, es 
Jo que se toma por volumen del paralelepípedo, 
será este volumen AxDxG; pero A es la altura, 
y l)\G es la base: luego &a. 

El volumen de un cubo es igual a la tercera 
potencia de su lado: porque la superficie de su base 
•es el cuadrado de su lado, y multiplicándola por 
3a altura, igual también al lado, resultará la tercera 
potencia de este. 

El volumen de un paralelepípedo oblicuángulo es 
igual á su base por su altura: porque es igual á 
un paralelepípedo rectángulo de igual base y al­
tura que él. 

Prop. 134. El volumen de un prisma triangular; 
fs igual á su base por su altura. 
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Dem. Si el triángulo de la base ge duplica for­

mando un paralelogramo, y sobre este se construye 
un paralelepípedo, quedará dividido en dos pris­
mas triangulares y simétricos, y por consiguiente 
iguales: luego el volumen de uno de ellos será la' 
mitad del paralelepípedo, es decir, igual á su altu­
ra por la mitad de su base, ó por la base del 
prisma: luego &a. 

El volumen de cualquier prisma es igual ci su base 
por su altura: porque tirando planos de una aris­
ta á las opuestas, quedará dividido en prismas trian­
gulares de igual altura; y valiendo cada uno el 
producto de su altura por su base, el volumen 
total será igual á la altura, factor común, multi­
plicada por la suma de las bases ó por la base 
total del prisma. 

Prop. 135. El volumen de un cilindro es igual 
á su base multiplicada por su altura. 

Dem. Circunscribo á la base del cilindro un 
polígono regular, y construyo sobre él un prisma 
de igual altura que el cilindro. Sea S la base del 
cilindro: X el exceso del polígono sobre dieha base* 
será la base del prisma S +• x. Sea U el volumen 
del cilindro: sea ^ el exceso del prisma e-obre- el 
cilindro: se?á UfZ el prisma: llamo A la altura, y 
será U -j- z, ~ AS-j-A*: y como x y z son dismi-
nuibles á voluntad, habrá ecuación entre las cons--
taifte«, y será U~ AS: luego 8ca. 

85. S't se divide la altura del tetraedro en partes 
iguales y por los puntos d-e division se tiran pía« 
nos paralelos á la base, construyendo sobre tas see-
eioi\ves> que resulten, varios prismas, uno sobro 
cada sección, circunscripto ai tetraedro, y otro por 
la parte inferior, inscripta en el tetraedro truncad^ 
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ilgiuenfe, la diferencia entre la sntlia cíe los pris­
mas inscriptos y la de los circunscriptos, es el pris­
ma construido sobre la base inferior, y cuya altu­
ra sea la misma que la de los demás. 

Porque cada prisma circunscripto debe ser igual 
«il inscripto en la parte inferior de su base, por 
tener ambos igual base é igual altura: luego cada 
prisma circunscripto se desvanecerá en la resta con 
el inscripto sobre su misma base, y solo excederán 
]os circunscriptos á los inscriptos en el prisma cons­
truido sobre la base inferior, que no tiene otro 
con que desvanecerse: luego íka. 

Prop, 136. Los tetraedros de igual base y al-
tura son iguales. 

Dem. Sean T y t los tetraedros propuestos: y 
dividiendo sus alturas en un mismo número de 
partes iguales, tirando por los puntos de division 
planos paralelos á las bases, cada dos secciones cor­
respondientes serán iguales, porque serán propor­
cionales á las bases que son iguales: luego los pris­
mas circunscriptos en el primer tetraedro serán igua­
les á los correspondientes del 2.°; pues tendrán igual 
base y altura. Luego la suma de Jos prismas cir­
cunscriptos será la misma en ambos tetraedros. Sea 
,* el exceso de la suma de los prismas circunscrip­
tos al tetraedro T sobre el volumen de dicho tetraej 
dro: será i x la suma de dichos prismas. Sea z 
el exceso de Ja sume de los prismas circunscriptos 
jal tetraedro t sobre el volumen de dicho tetraedro: 
«era la suma de dichos prismas l-\-z\ y como ambas 
•cumas son iguales, será T t x zn t -!- £. Ahora x y z 
son disminuibles á voluntad : porque la suma de los 

<prismas circunscriptos puede aproximarse cuanto se 
quiera á la de los inscriptos, y por tanto al tetrae* 

l6 
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t r d ,  q u e  e s t a  e n f r e  l a s  d ò s ,  d i v i d ï e n c l ó  l a  a l t u r a  e f t  
mayoi número de partes, lo que disminuirá Ja al-
tuia del prisma construido sobre la base del tetrae-
< ro, ti cual prisma es la diferencia entre ambas su­
ma;?, luego si P x y t + z son iguales, después do 
íeci oídos ios aumentos, lo eran antes, y por tanto 
r rrr t: Juego &a. 
^ Piop. 1.37. Todo tetraedro es la tercera parte 

de un prisma triangular de igual base y altura. 
A pPem ^0a tetraec^ro DA.BC; sobre sus aristas 
AB, bv_, BD fórmese el prisma AE: quitándole el 
tetraedro, quedará la pirámide cuadrangular DACEF, 
que dividiremos con el plano CDF en dos tetrae— 
dios iguales, por tener sus vértices en un mismo 

y ser sus base3 mitades del paralelogramo 
AbECi. lambien el tetraedro CFDE es igual al pro­
puesto DAHC, por tener ambos la misma altura 
que el prisma, y por bases las de este; luego los 
tres tetraedros son iguales, y uno de ellos, como 
DABC, es Ja tercera parte del prisma de igual 
base y aJtura. 

El volume?! de un tetraedro es el tercio de su 
ni tut a multiplicado por el area de su base\ pues 
es Ja tercera parte del prisma de igual base y altura. 

El volumen de una, pirámide es el tercio de su 
-altura multiplicado por su base: pues dividiéndola 
en tetraedros con planos tirados desde una arista á 
las opuestas, estos tetraedros tendrán una misma 
altura; y siendo el volumen de cada uno el tercio 
de la altura por su base parcial, la suma de todo* 
será el tercio de Ja altura, factor común, multi­
plicado por Ja suma de sus base» ó por la base total. 

Prop. 138. El volumen de un cono es el tercio 
de su altura por su base. 

Çtfcuuicribo á la base del coao un pol/gou# 
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íregular y construyo sobre este una pirámide, cuyo 
cúspide sea el del cono. Sea S Ja base del cono, 
x su diferencia al polígono circunscripto: e¿te será 
igual á S-i-a": sea U el volumen del cono, z su 
diferencia á la pirámide circunscripta: esta será S+z; 
y como debe ser igual al tercio de su altura por 
la base, siendo A la altura del cono, será U +z 
~ fA ( S -i- X ) ó U + z — f AS J- fA.r: y siendo z y 
X cantidades disminuibles á voluntad, dando mas 
lados al polígono circunscripto, los límites U y -fAS 
serán iguales: luego &a. 

Sea JR. el radio de la base del cono, A su al­

tura: su base será /jR\ y su volumen f/?AR 
El volumen de un poliedro se halla dividiéndolo 

en pirámides, y sumando los volúmenes de estas. 
Prop. 139. EL volumen de una pirámide trun­

cada es el tercio de su altura, multiplicado por la 
suma de sus bases con una base media proporcio­
nal entre ellas. 

Dem. Sea A la altura del tronco, S y s las bases: 
sea X la altura de Ja pirámide parcial que falta al 
tronco para completar Ja pirámide. Siendo las bases 
S, s como los cuadrados de sus distancias al cúspide, 

/ n / 1 \2 3, vs á.jrx " . , sera S: 5 :: ( A + ) : # o : luego x s=z 
avs AVS , * . , 

VS-vT' y A + x ~ "VW*": JueS° la Piramide to-
, , Í'ASyS , . , i A JV'í . 
tal — -75^7' ? la Pa VS -Vi : y e l  tronco 
•|A X -I"--ijji- ~ fA ( S -1- 5 -i- V S5 ); luego &a. 

En el cono truncado, siendo R el radio de Ja 
base superior y r el de la inferior, las areas de 

çstas dos bases serán /?R", pr* \ la base media pro* 
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porclonal será -j/pR1 x ¡/r' /•' — p"Rr: lue-

go el volumen del cono truncado sera f-A ÇpVCi* 

pS + pUr ) — |Ap ( IT -|. r2 + Rr ). 
86. Prop. 140. La solidez de la esfera ei 

igual al tercio del radio multiplicado por eL arca, 
de la esfera. 
, Dein. Circunscríbase al círculo máximo de la 

esfera un polígono regular, que girando al rede­
dor del ege, formará un sólido compuesto de un 
cilindro, conos truncados y conos enteros. Circuns­
críbanse á estos, al cilindro un prisma, y á los eo­
lios pirámides: quedará la esfera rodeada de su­
perficies planas tangentes á ella ; j tirando por el 
centro y por las aristas planos, quedará el polie­
dro circunscripto dividido en pirámides, cuya al­
tura común será el radio* de Ja esfera, y sus ba­
ses las caras del sólido: luego el volumen del po­
liedro será igual al tercio del radio multiplicado 
por su area. 

Sea U el volumen de 1# esfera: x el exceso del 
poliedro sobre la esfera: S el area de la esfera, z 
el exceso del area del poliedro sobre la de la es­
fera; será U -1- x el volumen del poliedro; y S -j- z 
su area; y como multiplicada e;ta por debo 
producir el volumen del poliedro, será U + x n: 
fSR+fxR: como x y z pueden disminuir cuan­
to se quiera, aumentando indefinidamente los la­
dos del polígono circunscripto al círculo máximo 
de la esfera, será U — -JRS: luego &a. 

Poniendo por S3 4/?R\ será el volumen de la 

esfera |-/?R,\ 
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El volumen del sector es el terco del radio 

por el area de su casquete: pues debe c%tr*r con,-
tenido en el de la esfera tanta» vecesi como la 
area, que Je sirve de base, en Ja de la esfera. Y 
siendo el area del casquete yjRx9 Ja solidez del 

aegtor será fpR^x. 
El volumen del segmento esférico se halla, res- j a 

tundo del segtor CD AG — 4/ÍR x, el cono CDIG 
fCI X arca del círculo DI. Ahora CI — II — Xi w > - * 

«rea del círculo DlrrjyDI^: pero DI"' n: CD" — 
•  f  •  .  . . . .  

CI rr R _ R + aRx —X*luego el area del círculo 

~ p ( aR.v — X ) rr: px ( aR — x ), j el cono ^px 

(aR — #) ( R —-  x } ~  fpx ( 2R* — 3R.r j- x ). Res-
•» ; "* 

tada del \segtor, será el segmento ~ fpx ( 2R3 —. 

2R1 + 3Rx — X* ) rr: j¡px* ( 3R — x ). 
Los poliedrot circunscriptos d la esfera cstdtt 

>eon ella en la razón de sus areas: pues el ter­
cio del radio es factor común en sus volúmenes, 
y »us areas son los factores desiguales. 

El volumen de la esfera es los § del cilindro 
Circunscripto-, pues el area de la esfera es les -J 
de la del cilindro, y los volúmenes deben estar 
en la razón de las arpas. 

87. Prop. 14.1. Los volúmenes de las pirámi­
des semejantes son como los cubos de sus dimensio­
nes homólogas. 

Dem. Las pirámides SABC, ßabc tienen por iai 
volúmenes -JSH * ABC... y *S h * abe...\ luego - t; 4 • * , ~ o 
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S A  C R  SH A R C »  i #  i «  i  t ) M  f  
s5T — "TT x TtoT.. ; Pero las basei ABC..., ata..* 

A B  C  son como los cuadrados de sus alturas: luego • ubc J "•" 
S H 2  .  .  ,  S A B G . . .  S U 3  p . |  : sustituyendo sera = —3-: pero Sil y 
bh oh 

\ Sh son proporcionales á otras dos cualesquiera dimen­
siones homologas: luego &a. 

Prop. 142" Los volúmenes de los poliedros se-
mejantes son como los cubos de sus dimensiones 
homologas. 

Dem. Sean P y p los poliedros; por ser seme­
jantes, podrán dividirse en los tetraedros T, T', T"... 
í, t\ t"... respectivamente semejantes: estos tetrae­
dros serán como los cubos de dos líneas liomólo-

T A 3  T '  A 3  ' I "  
gas Aya: d e  m o d o  q u e  7  — — ~  ~  — 3 ~ ,  f\ a a 

\ ' ' • —- —— &a. Sumando los términos de estos quebra-
• 3 

doí 
, , T+T'+T"... A iguales, sera — —: Pevot r + 1 * 

a  P  A  T"... — P, t 1' 1"... — p: 1 nego<- =. —3-;luego&a. 
' a 

Prop. 14.®. Los volúmenes de las esferas son 
como los cubos de sus radios. 

Dem. Sean R y r los radios de las dos esferas: sii8 
4 r,'3 4 3 , Esfera R3 

Volúmenes seran 3*/>R 5 "3Pr '•> luco° tstcra — 3 * 
r 

loegb &á. 
Prop. 144. Los volúmenes d'e los cilindros 5£-

inc] antes son como los cubos de sus generatrices. 
Dem. Sean A, ci sus alturas, R, r los radios 

<!e sus bases: sus volúmenes serán />AR , por r 
i Oil.' A R2 - IT! ' ^ 

luego ~ X —; pero en los  cilindro# een$r 



IT í 7 )  
* A R Cfi R 
jantes ~ zr ~: luego f — —g-: y siendo los ra-

/* 

dios de las bases como las generatrices, serán lo« 
cilindros como los cubos de las generatrices. 

Prop. 145. Los volúmenes de los conos seme~ 
jantes son como los cubos de sus generatrices. 

Dem. Sean A, a sue alturas, /?R3, pr1 sus ba­

ses: será —= - X —; pero ~ — -• lue^o i>3 . ««no * 3 , pcio Ä — r. íuego coa^ 

*— & como los cubos de las generatrices. 

Prop. 146. Los poliedros simétricos son igua­
les en volumen. 

Dem. Descompuestos los poliedros simétricos en 
tetraedros, estos serán simétricos respectivamente: 
y teniendo iguales bases y alturas cada dos te­
traedros , tendrán igual volumen: luego los polie­
dros seran también iguales en volumen. 

FIN DE LA GEOMETRÍA* 
i : jo 
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A P L I C A C I O N  

del álgebra d la geometría, 

S3. Representando con letras las distancias dadaí 
y buscadas entre I03 varios pantos de una figura, y 
á veces tan solamente las relacione» de dichas dis­
tanciaste reducen los problemas de geometría a a 
forma de ecuaciones algebraicas, dependientes de las 
propiedades necesarias de la figura y de la« con­
diciones particulares del problema: de ellas se deduce 
•por los métodos enseñados en el álgebra el valor 
de la incógnita ó incógnitas; y la iorma, en que 
se presentan, simboliza las operaciones geométricas, 
qne deben hacerse para determinarlas gráficamente, 
4]ue es lo qne se llama construir las jornadas. Asi 
se aplica el álgebra, á la geometría. 

En las soluciones se prefiere, según los fines a 
que se dirigen, la mayor facilidad de establecer a 
ecuación, ó 1* itíayor comodidad y sencillez c,e »a 01-
inula va parala construcción o ya para el calculo 
numérico. No siempre 3? consigue esta mayor faci­
lidad y sencillez, que e. lo que constituye la ele-
nancia de la solución: pero, puesto el problema en 
ecuación , es seguro hallar espresiones de las incogni­
tas mas ó menos fáciles de construir; cuando sena 
contingente atinar su "determinación panca, va­
liéndose solo de consideraciones geométricas. 

Todos los problemas, que se reducen a ccuacio-
T,es de i.° V grado, se pueden construir sin 
valerse de otras línea,, que el círculo y ja recta. 

A veces los datos y las incóguitas no son distancia». 
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ni razones (fe distancias, sino productos de dos de 
ellas, ó de tres, como en Jos volúmenes, y aun de 
cuatro, cinco &a.: pero atendiendo al número de 
dimensiones de cada dato ó incógnita, las ecuacio­
nes han de ser homogéneas: es decir, que en cada 
término ha de entrar igual número de factores: sino, 
lina línea resultaria igual al producto de dos ó mas, 
Jo que es absurdo. Esta condición falta, al parecer, 
cuando alguna de las distancias ó productos se ha 
tomado por unidad: pero se establece la homoge­
neidad haciendo la unidad igual á una letra, y 
multiplicando ó dividiendo los términos, que con­

venga, por potencias de aquella letra. Por egem-

plo, la ecuación CL x — b — ex — CT, se hará ho­
mogénea, haciendo i ~r y multiplicando — b por 

r , y ex por r, y será a*x — br2 rz: crx — cf. 
De aquí se infiere, i.° que si x representa una 

distancia, y su valor algébraico es un polinomio, 
no puede ser otra cosa, que Ja suma ó diferen­
cia de varias líneas, representadas por Jos térmi­
nos del polinomio: a.° si el valor de x es frac­
cionario, debe tener en su numerador un factor 
mas que en su denominador, para que despejando de 
quebrados, resulte la ecuación homogénea: 3.° si 
el valor de x es un radical de 2.0 grado, la can­
tidad, que esté debajo, debe tener dos factores, 
para que elevando al cuadrado ambos miembros, 
resulte la ecuación homogénea. 

89. Construir un polinomio. 
Sea X ~ a b — c 4- cl —» h. Sobre una misma 

recta tómense las líneas positivas a, b, d, a con­
tinuación unas de otras. Quítesele á la línea, qujft 

l 7 
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resulta, la suma de las rectas e y h, y el resi­
duo será el valor de x. v 

Construir un valor fraccionario^-
Hav varios casos. i.* Siendo los dos términos* 

monomios. La fórmula ma9 sencilla para este caso 

es x  —  ̂ % de donde c: a : :  b :  x .  Búsquese una, 

cuarta proporcional á c, a., y 6, y dicha cuarta 
proporcional será el valor de x. 

ale . nb , , he ~ Si X rz —jfr, bagase — k, y sera .y rr Bus­

co , pues, una cuarta proporcional á a j b, y 
tendré el valor de busco después otra cuarta 
proporcional á e, £ y c, y tendré el valor de ar. 

flZicíi .  ab . t<l 7 / W Si JC -^r- , hago - == /c, j — l, y sera 

Se reduce el problema á buscar tres cuartas 
proporcionales. 

ft.° Si el numerador es polinomio, como x ~ 

se descompone en fracciones, y es # = 

5^1 j. *£ —4-. Se construye cada fracción aparte, , irn * Zffi /«* J 1 

y después se suman ó restan las líneas que resul-

ten. Si X = •" 1° •'» descomponi erido el numerador 

en sus factores, es a: z= y Se buscará tina 
X,  •  "  '  

cuarta proporcional á 6, a+c y a — c. 
3.°. Si el denominador es polinomio, se iguala 

á un monomio, cuyos, factores sean todos conocí « 
i * abç+rfef J j 

^os menos uno. Por egemplo» u $ zz 



( i3i ) 
• c¿t r * tzb^ cd rz ak, de donde k — b + , que ge sabé 

construir: el valor de x sérá == £~+ "TIF» 
r ;> ^ , * 

que se sabe construir, conocida k. 
7 » 3, '3 abe .t.q h'tn p c* a. , a 1 X = • —. bca q i — /c/^r h- c/na ~ q 3, de 
i¡ i-íhj.yçtnd ' 

1 k¿ cmd abe1 L·ij^h-m3p abe* donde 2 = 1 — - -i —, y * = — —-
7 3 a , -• <7 * « * qh Vi p >4 '• ' 
7 a, • 

' , .« • r<lc*-n->b* \ \ ; ' . 
# — — se construye fácilmente , haciendo 

fliege 3 01 
« i  1  1  r  .  C  7B-C  n i  7 = m , * de donde ctb zz cm, y x =z 7 <, 3 —  
cm-mi1 ni (terri) # c f'l-rc 

1 Bi_,.c — ' - Á+c- > una cuarta proporcional. 
r ' ; P .i M» 

90. Construir un radical. 
j.° ^ cs una media proporcional entre 

a y b. 

à.° x = y(a5 -j- ) es la hipotenusa de un trián­
gulo rectángulo, cuyos lados son a y b. 

o , V . 3.° irrr^/(a — 6 ) es un lado de un triángulo 
rectángulo, cuya hipotenusa es a y el otro lado,b. 

En kis.'fórmulas complicadas se igualará la can­
tidad, que está debajo del radical, al producto de 
dos factores., uno conocido y el otro desconocido,' 
y se buscará una media proporcional .entre ambos, 

* í >fl< • Ifltf ' » öl) rjf .«> ¡boX jp 
E j e m p l o s "  *  *  f  

'• V> /'* <> . ] • • • •  r  . . '>'•* i 
___ _ _ 

V~i.çr* nago  ̂ de dond% 
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^ ~ £¡7 + ¿.,.7) • El valor de A; se determina bul-

cando una tercera y dos cuartas proporcionales. La 
media proporcional entre k y a es el valor de x. 

Si X zz y (acfg -j- mq + rd) , hago ac — fg -j- mq 

rd zz ak de donde k = c — ~ ~ , y # ±3 

%/ak. 

Si *=•(«' -/*• "á^r), llago C*+ rf* = fe* (fe 

C9 una hipotenusa ) ab + cd l* 9 y será *= v( a* 

RV X , A. , , *•» —— J: hago 7 = í, 4*a proporcional, y sera # =T 

(a* — £*), lado de un triángulo rectángulo. 

Ultimamente si x rr y [a 4- b% -j- c* d* •j-..hago 

O* I  b* zz. t ( z es una hipotenusa ): hago % + c* 

— y1 (y es otra hipotenusa): y resulta x zz y (y 

+ d* J- ...) En quedando debajo del radical dos cua* 
drados, x será una hipotenusa. 

yn se puede construir buscando una media 
proporcional entre i y /1; la espresion y 2, ó 
buscando una media proporcional entre 1 y a, ó 
la hipotenusa de un triángulo rectángulo cuyos la­
dos valgan 1 cada uno. 

91. Toda espresion de dos dimensiones repre-
" ç V" Si '' 

•enfa un area. Iguálese al cuadrado x 9 construya^ 
se la X, y el cuadrado construido sobre esta lí* 
¿ta terá zz á la area espresada por la fórmula. 
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iSgemplo. La espreßion —ï£r~* <1UÄ represen-

•£a un area, iguálese á x y será x — y - c~-. 

Construyo este valor de a:; y el cuadrado forma— 
j *• /i / cd i ^ c do sobre el sera — — , —• mr n 

! Ultimamente, si la espresion es el producto-, de 
fres factores , representará un volumen , como 

—™—. Hago e6ta espresion ss ax , siendo a co-
a3t,->-rj3 

nocida, de donde x ts 1/ —~r~—'• Hallado el valor w a ( tit ii j 

de X, ax* ó la espresion propuesta representará 
-un paralelepípedo, cuya altura es a, y cuya ba» 
*e es un cuadrado que tenga por lado á x. 

Teoría de los signos en la análisis geométrica. 

92. Cuando do» figuras no se diferencian sino 
&n el tamaño de sus partes, y estas están colocadas 
en ambas en un mismo sentido, se dice que las figu­
ras están em correlación directa. La ecuación que 
ligue entre si las partes de dichas figuras debe * 
ser la misma para ambas; pues son casos particu­
lares de una misma cuestión. 

Cuando dos figuras están entre sí combinadas de 
ital manera, que una parte es en Ja una la su­
ma de dos líneas, y en la otra es la diferencia de 
las mismas líneas, se dice que Jas figuras están en 
correlación indirecta: y las ecuaciones, que las re­
presenten ? deben diferenciarse en el signo de la 
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línea, que es sumando en Ja una y substrayendo 
en la otra. Las líneas, que se'añaden en una figura 
y se íestan en Ja otra, y que , por consiguiente -
A ai fan de signo en la ecuación, se llaman indirectas. 
Paia abreviar la fiase, se suelen llamar las figura®' 
directas ó indirectas, según su correlación. 

Sea el triángulo ABC cuya altura BD cae den­
tro de la base; y sea el triángulo ABC', cuya 
altura BD caiga fuera. Comparando entre sí esta« 
dos figuras, son indirectas, porque la distancia del 
•vértice A á la perpendicular en la i.ff figura es 
rz a la base AC menos el segmento CD; y en Ja 
2.a la distancia del vértice correspondiente A' á "la 
perpendicular es igual á la base A'C* roas el seg­
mento CD. Este segmento, que es substrahendoerj 
3a i." figura y sumando en la segunda, es la can­
tidad indirecta. 

Una misma ecuación puede servir para dos figu­
ras indirectas, variando el signo, en la ecuación 
hallada para la primer figura, á tas. cantidades que, 
se Lacen indirectas en la segunda. 

Cuando de la resolución de un problema geo« 
inetrico rfsu'ta un valor negativo de la incógnita 
A', se muda e! signo de esta en la ecuación, y se 

^tendrá la condición á que satisface dicho valor 
negativo. Entonces se conocerán las líneas que s& 
hacen indiiectas en el problema, para que el valor 
negativo de x, hecho positivo, lo satisfaga ... 

93. Si la x repçfsenta una parte, que se debe 
tomar sobre una recta desde un punto fijo, el va­
lor negativo satisface al problema, tomándolo desde 
dicho punto fijo hacia la parte opuesta á aquella 
en hue se hubiera tomado, si la hubiera sido positiva* 

) . .Parque sea A el punto fijo, y sea la incógnita 
7 
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a: la distancia de A á B, quedando este ponfo r< c(,. 
terminado por una condition establecida, sobre 'ú 
cual se funda la ecuación. Sea C otro punto cual­
quiera fijo tomado en la línea. Cuando cl p„uto R 
esta a a derecha de A es CB - CA + AB: cuando 
esta a la izquierda, es CB — CA — AB': ll!e^o 4 -5 
es cantidad indirecta, y su signo debe mudar de 
!1n caso Par* otro: Jl,eg° r¡ valor negativo de x debe 
interpretarse tomándolo í la izquierda del punto A 
La análisis dá negativo este valor, por la absurdi­
dad que se ha cometido en la figura hipotética, que 
nos ha servido para formar la ecuación : pues 'en 
dicha figura hemos puesto el punto buscado B á 
ta derecha de A, debiendo estar á la izquierda, se­
gún o ha hecho conocer el cálculo, dando negat i-
vo el valor de i , . t> 
.. Toda cantidad variable que de directa se hace 
indirecta, se hace igual á cero ó igual al infinito 
en el valor intermedio. 

Dem. Si la cantidad x se hace indirecta, será 
samando antes y substrahendo después; de modo qué 
habra dos cantidades a y 6 tales que a — h 1 

rem EnVÍrevCta' Y ° ~ ~ CUa"do~s ^ lecta Ln el primer caso , en el • 
x è — a:luego en el primer caso a era mayor' 

21 hl VI e" *' men01": lue8° en el intermedio lia habido un caso eti que a — b y v = c 
Puede suceder que el valor de '# ,e determine 

por una fórmula de esta especie x ~ ~g., y entón. 

ees en el caso .intermedio en que a =6. será 
#•= w ¿ luego &a, . sei* 
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Problemos geométricos de i.° y «•' &rado- , 

7 ° Dadäs dos paralelas, y un punto , arar 
94* ' ,ç/í partG intercept cicla 

Zree\aTparaÚZ tensa 

cia BA entre las paralelas, y la jgrte de ^ ^ 
cogida entre ellas, que llamo c Sea ^ 
=A Supongo que la obhcua CX •« = & 

será preciso conocer la A , y ß ̂  BA: CA:: 
Los triángulos semejantes CAX, 

u „ ^ C M . . ® = v < C A % A ] 0  =  * < • • « *  

Igualando los valores de CX9 es /(<* +a ) 
a5ca 2 o2c^ 

Elevo al cuadrado ,es «t1 = 7 ' 1 " / 

«V-«''* - Z - f c *  —  í'),y#=i·fv'(c? 

— «  ̂  ̂ "" ¿T . > Ä 
«. , rmf» el problema es impo-

- ¡  > VvT'i« i -  »• 6  '* ,  °b , t a? 
$ '««=>• * * •  °""" 1 0 '"  

T. i ¿(r* ]?\ que es un cateto 
construyamos el( ™ W hipotenusa es e 
Je un tr,ángulo :"<f' ^ h¿ centr0 en B con 
Y el °.tr° _!?' ° ' señalaré en la FA el punto T. 
I"fadÒ°AT es' Jl cateto pedido. Busco después un» 

4, proporcional á 6, ~ O 1 C> h *»• " ** 



tirando por C la CX paralela á BT: y AX será ïà 
4 a proporcignal, y- CX Ja oblicua pedida. 

El valor negativo se interpreta, tomándolo á la 
derecha uel punto A, y tirando la CX': pues la 
X es una parte que debe tomarse siempre sobre la 
FG desde el punto fijo A. El problema admite pues 
dos soluciones. Si c n. x ~ o, y la perpendicular 
CA ..seria la recta que se pide. 

a.* Dado un círculo y un punto, tirar por él 
una cuerda dte ana longitud determinada. 

Sea el círculo AEBD, cuyo radio O "irr. Por 
el punto C dado tiro el diámetro AGB, y como 
Ja posición del punto G es conocida, lo será su 
distancia CO al centro. Sea CO ~ b, será AC ~ AO 
—— CO ~ r — 6, y C8 — CO-j- 03 zz /"•+ b. Sea la 
cuerda que se pide CDE, y llamo CD zz x, será CE 
sá toda la cuerda — x. Sea c la longitud, que 
debe temer toda la cuerda; será EC ~ c —. x. Como 
Ins cuerdas se cortan en. partes reciprocamente pro­

porcionales, será CD X CE =: CA x C3, ó ex — x' 

~ r — b . Iïago r —« b zz q , será C3? —- a;1 zz q ^ x 

«-• c.r tr —i g i # — £c ¿ \/ (*ca — q5). Ahora g siendo 

zz \/ (r ¿ \/ ( r f ¿ ) ( r -< ¿> ) , es media pro­
porcional entre AC y CB: luego es la OC perpen­

dicular al diámetro en C. El radical v0c'-7') e* 
un cateto de un triángulo rectángulo*, cuya hi¡>o-
tenusa es \c y el otro lado qx Hago, pues, cen­
tro en O con un radio =¡:§c, y señalaré en el 
diámetro el punto M. El cateto CM es el valor 

í)e y (t4c »— q ). Para añadirlo á ía semicuerda 
l8 
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tomo eil su prolongación MT S CM; y OT sera 

el valor de x  S |c+ \ f  ( \ c  ~  q  ) .  TI a go C F ' "T L°E N^J 
con el radio OT, y me señalara el punto X del 
círculo por donde debe pasar la cuerda pedid . 

El otro valor de x =3 \c — V (\c 9 ) ( S eJ otJ° 
segmento de la cnerda CX: 
tos dos valores es c o toda la cu ~ 
centro en C con el radio CX sena.laíe ^ J 
to s del círculo por el cual podre tirar otra cu 
da zCZ, que será = c, y qae dará otra elución 

«, *. «• -«xt 
ble. En -efecto, entonces la cuerda Oo scr,a m • 
que XX', lo que no puede ser. ,P- e 
del centro menos <jue Oo t -o q 
«iendo mu menor que mG. 

Si q —' \c- -> la cuerda es la Oo. 

•Si c es igual al diámetro, ¿c =! r, y =5 r 

^ y siendo q' S r* - &\ > = rib. Los dos va-
lores de Xson los dos segmentos decámetro, y n 
hay mas que una solución , que es el diat -• • 

La siguiente construcción es mas elegante. nsc" 
*-49 e„el Jrculo dado la cuerda FU = c. Por el punto 

C hago pasar un círculo concéntr.co al dado , que 
cortará la FU en T y en F, Los dos valores de 

* serán TF y TIL Porque OD* = OF' - FD" == r* 

_  i c :  y TD* = OT 5  -  O»' - b '  -  r* +  =5 \c -

g': luego TD =5 v(íc' - í'): FT (?c - ' 

yTHs Jc+Si 6 a OD =s 
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¡r; *c, y el problema solo tendría una éolncion, por­
que FÍI seri.i tangente del círculo interior. Si r 

">\c, ó b < V [r %c  ) ,  el problema es imposible: 
porque dicho circulo y la I'll no se cortarán ni 
tocarán. 

Se vé ademas, que haciendo centro en C con el 
radio FT y señalado el punto X en el circuló 
dado, la cuerda XX/ debe ser s FH. Porque sien­
do iguales los triángulos OTF, OCX, será el án­
gulo X — F; y en los triángulos OFD, OXL, en 
que los ángulos son iguales, y OX — OF, será OL 
~ OD, y IJS cuetdas XX, FH, equidistantes del cen­
tro, serán iguales. 

9 >. 3.° Dado un diámetro y una cuerda per­
pendicular a el, tirar desde un cslrenio del diá­
metro una recta ta/, que la parle comprendida 
entre la cuerda y su arco terina una magnitud 
determinada. 

Sea BO la cuerda dada, AD el diámetro dado: l5o 
es evidente que AO será conocida; hágnla zr p. Sea 
All la recta» que se pide, tal, que TH — ni. Sea 
Ali = //, AT rz XI será u — x ~ ni. Tirada la Olí, 
los triángulos IIAO y TAO tienen el ángulo en A 
común y el ángulo AOT = H, porque sus medidas 

son las mitades de los arcos iguales AB, AO: lue-
AÏI AO A N . 

go y ux — p . Conocida la diferenoia y 

el producto de dos cantidades, dichas cantidades 

«eran u — \m ± y/ [\in -j- p j, x = —< \m + y 

p) ( Algebra art. 14. III ). Los valores superio­
res son positivos; les inferiores son negativos: y 
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filuda ado cl si^no á las incógnitas en la ecuación O C 
fundamental, es x lo que prueba que 
la X debe ser mayor que la f¿, lo que no pue­
de- verificarse, sino en el caso de que la AH cor­
te á la BO fuera del círculo, como se vé tam­

bién por el valor de x: pues \m + V (l'& -}• p ) 
debe ser mayor que /?, y en este caso la AT se 
separa mas de la perpendicular que la AO. Aho­
ra bien, estando el punto T fuera del círculo, ni 
la u ni la X se lucen indirectas, sino la m\ 
porque en el primer caso <+THZ:IÍ, y ea EL 
segundo x •— TU ~ u. 

La construcción para ambo? casos c* la siguieiv» 
te. Levanto en O á la AO la perpendicular OJ 

= \m, tiro la AO = (p* + J/?i# ): , prolongo!» 

hasta que UM m $/n. Será AM el valor de u pa­
ra el i.er caso y el de x para ei a °: haciendo cen­
tro en A con el radio AM, y describiendo un 
arco, los puntos en que corte al círculo y a la 
cuerda BO prolongada, serán los puntos adonde 
deben tirarse las rectas que llenen la condición 
del problema. Obsérvese, que á la izquierda del 
diámetro dá otras dos soluciones iguales á las pri-

v meras, y que no están simbolizadas en la ecua­
ción, que siendo del 2.* grado, da solamente ác% 
soluciones. 

Si ra >CD, no cortará el arco Til al círculo, 
V no habrá mas solucione®, que las esteriores. Si 
ÜM = \m se añade á AU, dá la solución interior; 
y si se le resta, es decir, si se hace la ra indi­
recta, dara el valor de u para la solución estcrioi. 

y6. 4° Buscar en una recta un puntoy cuy £ 
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'distancias d dos puntos dados *n la misma red" 
ta formen un rectángulo igual á un cuadrado 

dado m*. 
Scan Jos dos puntos fijos A. y C, y B* el pun­

to pedido. Sea AC = a, AB' zz AT, CB' — a - oc, 

y la ecuación es ax ~ x' zi m : x ¡= \a ¿ |/( ¿a* 

^/W ). La construcion es fácil. Si x ES 
¿a, y el punto pedido está en Ja mitad de la recta. 

Si m, < {a , los dos valores de x snrnan o, y 
por tanto el problema tiene dos soluciones in üca-
das por 1st ecuación en dos puntos tonndos entro 
A y C á igual distancia de ellos. También po­
drán hallarse do1? pjntos á igual distancia de 

y C, tomados fuera de la recta, que 6ati-fa2:aii 

á la misma, condición: mas no resultarán de Ja 

•ecuación propuesta : sino de x ( x + a ) =r m. de 

donde x ~ — \a ¿ y ( (a*j. m* ): porque si es B 
el punto esterior, AB ZZ X, CB — x a. Vease im 
problem* con cuatro soluciones, cuando la ecua­
ción no cJa mas que doc. 

Si m el radical es imaginario en la i.er 

ecuación, mas no en la segunda: luego se pueden 
tomar dos puntos fuera de la recta, que satisfa­
gan í la cuestión: el problema tendrá, pues, dos 
Boluciones, á pesar de que el radical resulta'ima­
ginario. Luego la absurdidad de los valores ima­
ginarios de la incógnita no es absoluta siempre, 
sino relativa, como la absurdidad de los valo-' 
fes negativos. 

' dot paralelas, umq perpendicular 
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a entrambas, tirar una secante entre ellas ta?, 
que la mitad de la perpendicular sea media ;?ro-
porcional entre las dos partes de ambas pat oír­
las comprendidas entre la perpendicular y la secante„ 

l5i Sean * las paralelas AE', BF y AB la perpendi­
cular y EF la secante. Sea la mitad de AB = a: 

AE ir .r BF rz: y: la ecuación es xy — « ; el 
problema es indeterminado, pues tiene una ecua­
ción con dos incógnitas. Para obtener las infinitas 
soluciones de este problema, tiro la Cf) paralela 
á las dos V por el pur>to de su eucuentio con 
la secante imaginando la II' paralela á AB, los 
triángulos EDI, I'DF serán semejantes, y por ser 
131 *=; DI', iguales: luego BF — CL)+ ÍE, ó llaman­
do á CD, r, jSn-IE, IF: luego su­

mando x + ytzir. Elimino la y de esta ecuación 

y de xy ~a, y tendré x3 - zrx - - a : x ¡= r 

.j. \/ ( f"3 _ a ). Tómese, pues,, r mayor que a, y 
arbitraria: haciendo centro etb -D con el radio r, 
los puntos de intersección «Jet círculo con las dos 
paralelas, darán las dos soluciones Er, E b : por-

que 5 siendo E l c y ( > 9 -  «  )  .  s e r á  A E s r -

„  /  r t a ) ,  y  A E '  : = !  r +  y  (  -  a " ) .  Á  c a d a  n u e ­
vo  centro que. se tome, describiendo un nuevo 
círcaio: con Wúlbtahcia del - centro á la AB por 
radio, sus intebecciobes con las parale.as daiaii 
siempre dos soluciones. 

Esta construcción pudiera deducirse de consu e-
raciones puramente geométricas; pues todo cir­
culo, cuyo centro este eu h CD y que toque ^ 
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la AB, liíi de verificar la conrücloii riel proble­
ma. Ea efecto, la tangente AC es me ha pro­
porcional entre la pecante AE y su parte ester­
na AE, que es z= BF'" porque la ¡¿ual 1 a< 1 de los 
íriángwlos DSÍj DF V dá IE ~ IF 0 y por tan­
to AE — BF*. 

FIN DE LA APLICACION DEL ÁLGEBRA X LA GhO 1 ETRÍA. 
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TRIGONOMETRIA RECTILÍNEA, 

97. La trigonometría rectilínea es nn ramo ele la 
geometría, cuyo objeto es resolver este problema: 
dadas tres de las seis cosas, que contiene un triángulo, 
á saber \ los tres lados y los tres ángulos, deter­
minar las otras tres. Este problema admite infinitat, 
soluciones en el caso de darse los tres ángulos; 
pues todos 'os triángulos, semejantes a uno dado, 
tienen los mismos ángulos que el, j sin embargo, 
sus lados son desiguales. 

Un ángulo de un triángulo queda determinada 
siempre que se conozca el laclo opuesto y el diámetro 
del círculo circunscripto al triángulo: porque si este 
diámetro es BC5 y BD el lado opursto al ángulo, 
que se busca, dicho ángulo será zr C. Y aun no 
es menester para conocer dicho ángulo conocer el 
lado* opuesto y el diámetro: basta conocer la razón 
de estas dos líneas: pues el ángulo C será — c, 
aunque los lados opuestos y los diámetros sean di-

BD bd 
ferentes, siempre que -jrc — bc • 

Por los triángulos semejantes BCD, BOQ ( siendo 
BD BQ , . 

OQ perpend i c u lar á BD), es BC — B0: es decir, 

será conocido el ángulo BOQ = C, siempre que 
se conozca la relación de la perpendicular BQ al 
radio: está relación se llama seno del ángulo BOQ. 

También quedará determinado dicho ángulo, 
HlJ , ou • 

t&fkáo conocida la razón -¡Q, y ^ razón B0-,*iej|r 

1 

(• 
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ttfo HU tangente en H. La primem de estas razo­
nes se llama tangente y la 2.a secante. 

Como el ángulo BCQ quedará determinado, si lo 
está su complemento BOK, y este puede determi-

. . Oí , RS 
narse, ó por su seno o por su tangente ~Bq, 

ó por ÍU secante se infiere que cualquiera de 

estas tres relaciones servirá para determinar el • án-
OT guio BOQ. El seno del complemento ~BQ » se llama 

coseno del ángulo BOQ; la tangente del complemen­
to, cotangente; y la secante del complemento, co­
secante del mismo ángulo. 

Estas relaciones se llaman, aunque no con mu­
cha propiedad, líneas trigonométricas. Mejor las lla­
ma Garnot en su geometría de posición cantidades 
lineo-angulares', porque son relaciones entre línea«, 
que determinan el valor de los ángulos. 

Para hallar estas relaciones, no hay mas que ha­
cer el radio rr i ; el valor analítico, que entonces 
tomen las rectas BQ, HU, OU, OT, RS, 03, serán 
las fórmulas del seno,, tangente, secante, coseno, 
cotangente y cosecante. 

Si dichas fórmulas se hacen homogéneas, tendí é-
mos los valores analíticos de dichas rectas en el 
círculo, cuyo radio tenga un valor cualquiera. 

En lo succesivo supondremos siempre el radio 
iL, y las rectas citadas serán las relaciones ó cantida­
des lineo-angulares, cuyo uso principal consiste eii-
la determinación de los ángulos. 

93. Dado el seno de wi arco, hallar las demos, 
\líneas trigonométricas. 

Sea el radio OH z= 1, el a?co HB irr a. En 
iç^ 
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triángulo rectángulo 0Q3 es OB* = OQ* -i- BQ* ó ï = 

«en*. a J- COS5, a, por ser OQ ~ BT. De esta fór­

mula sale cos. a n ¿ v(1 — sen2, a ).. 
LO3 triángulos OQ3, OHU dán estaj dos pro-

OQ OH OQ O« , cos A ' 
porciones, ^)ß — HÜ » J "Öß" — OD SC».« TAN¿.«» 

\ cos. a zi , de donde sale la tangente y la ce-1 sec. a ° 

cante, tan»:, a <F" y sec. a 
' o  COS. Ä J  cos Ä 

OT i* 1 
Los triángulos OTB, ORS seaiej inte* dan -JTT 

OR O r OR , een. « t ^ i 
" üí » y "oír — "or ° ToTT — ct.«' y,eñ*c — co«c, * 
vde donde cot. c ~ -°S' *, y cosec. a rz ——" sen. a* i sea. « 

Dada una línea trigonométrica, determinar las 
edemas. 

En las fórmulas sen1, a+cos*. « Z i, tang, a ~ 
sen. a cos. A I • , cot. a — , eec. a — cosec. a — ,COS. a ' sen. <i' <* 7 

•—-—, conocida una linca trigonométrica, tendremos 6CQ « ° 
cinco incógnitas: y como son cinco las ecuaciones, 
se podrán hallar su? valores. 

Egcmplo. Dada La tangente, determinar las de-
ywas lineas trigonométricas. 

Para determinar el seno, despejo cos. a «n la a.A 

ecuación y es cos. a = , y pongo su yalor en 
, 3 sen*, « ' T\ 

la i.a ecuación, y sera sen. a -j-—- •— i. L/es-
% tang .« ^ 

açjo de quebrados y es sea . a X. tanga, a + f£Q • & 
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— fan*. a, Je donde sen', a — 

y/í !.{ LANG' i) 
Tara determinar el coseno, despejo el seno en 

la 2.a ecuación, y es sen. a zzz tang. cl X cos. a , y 
• * 2 2 pongo su valor en la primera, y es tang . a x eos . 

a t cos*, ß - i, de donde cos. a zu — • 
V( I+TAAG*. a ) 

La secante, cotangente y cosecante se determi­
nan poniendo en sus fórmulas en lugar de seno 
y coseno sus valores: y será sec. a zz y ( i + 
. 2 % I V ( I2.LTANGA a) tans; . a ), cotana;, a — , , cosec. a — ——--—. O O lang, a 1 ssn. a 

99. Los matemáticos consideran toda circun­
ferencia dividida en 36o partes iguales, que lla­
man grados: cada grado en 6o paites iguale?, que 
llaman minuto?, cada minuto en 6o partes igua­
les, que llaman segundos , &a. Estas divisiones se 
espresan con los signos °, ', &a. Estas divi­
siones' indican la parte que cada arco es de íu 
circunferencia ; y por consiguiente los arcos seme­
jantes deben tener un mismo número de grados, 
con la diferencia de que en el arco menor el 
grado es menor, á proporción de su radio. Ei 
ángulo se mide por el número de grados, que 
abraza su arco, sea cual fuere Ja magnitud del radio. 

Cuando el arco es nulo, 6 n~ o, su seno ts • 
nulo: haciendo, pues, sen. a~r o en las fórmu­
las anteriores, resulta cos. azz ± i ; tomarémos el 
signo -j-, pues vemos que el coseno se toma alai 
derecha del centro: tang, a zu o, cotang. n — os 
sec. ari, cosec. a zn oc0 

Aumentando el arco desde o hasta 90o , aumer*»-
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*an seno, tangente y secante y disminuyen cose--
no, cotangente y cosecante. 

Cuando a — 3o° , sil seno DB es mitad de la 
cuerda DO del arco dob!e o de 6o' : pero la 
cuerda de 6o° es igual al radio, poi ser el la­
do del exágono inscripto: luego el seno de 3o° e« 
igual á la mitad del radio, ó sen. 3o° ~ De 
<londe eos. 3o° ~ 3. ^ 

El seno de 6o° :=s eos. 3o* £5 5, y eos Co° >— 

i: tang. 3o° S y cotang. 3o° ^ V J' , 
eos. 3o v t 

También tang. 6o° = y/ 3 y cotang. 6o"* = -yj' 

Si el arco es de 4-5° , el geno terá igual d 
T¡ * — coseno: por tanto la ecuación sen. «+ eos. «— 

« , se convertirá en a sen", asi, «en, 
j sen. 45° = V7 - í V»- También cos. 4S« = 2 : 

también tang. 4S' s cotang. 45» = t, es decir, igual 

al radio. . 
Cuando el arco es de 90o , su seno es el ra-

dio, ó !. Sustituyendo en las cinco fórmulas, sera eos. 
90» = o, tang. 90° = «=, sec. 90° = co, cotang. 90o 

S o, cosec. 90o S 1. 
Desde los 90o hasta los i8o#, el seno, tangen­

te y secante disminuyen: el coseno, la cotangente 
Y la cosecante aumentan. El seno conserva el nus-
mo signo tille en el primer cuadrante: pero el 
coseno, la tangente y la cotangente 6e hacen in-
directa#, y toman el signo negativo. 

Cuando el arco es de 180', su seno es o: f 
«uitituyendo este valor en la« cujeo formulas, s$ 



teñirá cos. i8o* — — i ( to.n® el tignS —, porrp« 
en pasando de 90^ el arco, el coseno es indirecto ): 
tang. 180o rr: o: cotang. i3o° — —co : sec. 180o 

•7- j- i: cosec. 180o ~ co. 
Las lineas trigonométricas da un arco son iguales 

c las de su suplemento. 
Dem. Sea el arco AB. Si por B tiro BA»I para­

lela al diámetro, será el arco ABM suplemento de 
MD: pero MD — AB por comprendidos entre pira-
lelas; luego ABM es suplemen'o de AB: su? seno« 
JBC, MA' son iguale« por paralelas entre paralelas: 
pero en siendo el seno igual, sustituido en las 
cinco fórmulas dará igual el valor de cala una 
de la» otras línea? trigonométricas: luego Sea, 

100. En todo triángulo rectángulo un lado es 
igual á la hipotenusa multiplicada por el seno del 
ángulo opuesto al lado, ó por el coseno del án-
guio adyacente al lado. 

Sea el triángulo ABC. Sea AM el radio, 
MO el «reo que mide el ángulo A , y MT 
su ceno. Los triángulos semejante« AMT, ABC dán 
ßc MT sen. A . _ _ -p. . AB" ^  " M A  =  ~ ~ 7— :  iueg° BC — BA X sen. A: pero 
sen. A r: cos. C, por ser A y R complemento el 
litio del otro: luego también BG — BA x cos. B: 
Juego Sea. 

En todo triángulo rectángulo un lado es igual 
al otro multiplicado por la tangente de su ángulo 
adyacente. Porque en el triángulo rectángulo ABC, 
tenemos BC AB \ sen. A, y AC z AB x eos. A: 

• 1 / BC sen. A  sen. A. partiendo «era ^ = c-^T; pero es tang. A, 
BC 

^UC£° TAN5' ^ Ï 5=5 ^ £ *AN«* ^UE5° 
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Fórmulas generales, 

IOT.  Dados los senos y cosenos de dos arco3$ 
hallar los senos y cosenos de su suma y diferencia. 

i56 Sean dados los arcos AB — a, BD S b\ su suma, 
será AD ~a + b\ tomando BK zz b, su diferencia 
será AK ~ a — b: ?e pide el valor de DP, CP, seno 
y coseno de la suma, y KO , CO, seno y coseno-
de la diferencia. Como el radio CB divide por 
medio al arco DK, será perpendicular a la cuerda 
DK y la dividirá por medio. Tiro IE paralela á CA, 
é IG perpendicular à CA: y siendo DI ^ IK, sera 
DE =s EH, y EI - HO = OK. 

DP = PE -s- ED s IG -\' DE: CP ä CG — PG s CG* 
EI • KO' E: IG — EH — IG — DE : CO zz CG + 

qq' 3 CG EI. Busquemos pues las cuatro línea« 
IG, CG, DE, EI. 

El ángulo EDI es sC, por ser sus lados per­
pendiculares. 

En el triángulo rectángulo ICG tendremos IG 
IC X sen. C — cos. b A sen. a y CG ^ CI X cos. 

C — cos. 6 X cos. a. 
Fn el triángulo rectángulo DEI, tendremos EI 

- DI x sen. D =Ssen. b x sen. a y DE zs DI X cos. D 
~ .er b- x cos. a. Sustituyendo será 
J)P ó sen. ( o t M- cos. b x sen. a*sen. b x cos. a 
PP 6 cos i a -i- b ) £5 cos. b x cos. a — sen. f> x sen. (2, 

líCr',6sen. (a~h)= cos. ¿ x sc».« - sen. 6 x cos. 
CO', ó cos» ( a — 6 ) — cos. b x cos. a -3- sen. 0 x sen, a, 

Eiras-" cuatro fórmulas por la duplicidad de los 
áaooá. pueden¡ reducirse á dos; een. ( a ± b) S sen, 
a°< cos- b i cos. a x sen. b\, cos. ( a s b) ¡= co». a 4 

¿ íi sen. X ¿v. 
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toa. Hallar cï seno y coseno de tm arco àti> 

>pío , tri¡íto &a. ds 1 otro dada. 
FTigase en las fórmulas cíe sen . ( a + & ) 9  c o * .  ( a  

i- & )» b a9 y «era gen. 2a ~ 2 sen. a x eos. c, y 

eos. ia zz eos . a — sen . c, seno y coseno del arco 
d o We. 

llagase en In5 misma formulas b zz irt•, y será 
«en. 3a — £cn. a x eos. 212 + cos. a x sen. 2a, y eos. 

3a — cos a X eos. 2a — sen. a x sen. ia. En In^ar 
<de sen. ia y eos. aa, sujtitúvanse sus valores" • 

' '7 
'Sera sen. «JT •—— sen. ÍI X cos . c 11 sen . d X 2sen. a 

eos .azi 3:cn, a y, cos . a — sen . a, y cos. 3a ~ eos5. 

*SB — COS. *E X sen\ ß — 2C05. a x sen', a — eos3, a 

•ocos. a X 6en . a. l\>ngo en la 1.* por cos', o, 1 •- sen'. 

«7: y en la 2.a por sen\ a, 1 — eos", a; y será seno y eo­

ceno del arco triplo, sen. Se z=z 3sen. a — 3sen*. a 

— sen . a = 3sen. a — 4sen3. a, eos. 3a = cosí a 

—- 3cos. a j- 3cos . a rrr 4cos • a —' Seos. a. 
Para hallar el ceno y coseno del arco cuadru­

plo, sera b — 3,7, &a. 
Dado el seno de un arco, hallar el seno, co­

seno y tangente de tu mitad. 

En la fórmula cos. 2a = eos', a — sen*, a, pon-

SO por cos\  a ,  T—sen\ a ,  y c s  C Os.  za = 1 

~a$eix\a, da doade — y gCQt Q 
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Haciendo •¡.a — m, a — \m, y. 
, I-COS- W» 

ien. J/72 = i/ - * • 
En la misma fórmula pongo por sen\ a, i 

«os2, a, y es cos. 2.a zz seos*. a — i y cos. a -=2 

M-r- "•: hago aa = m, j a — \m, y es eos, 
I .{.COS. TFL 

Jul = V "a • 
Como la tangente es igual al ̂  seno dividido pot 

T «en. \n. y i-c»s. m 
*1 coseno, será tang. -çflï — 1 — V i.^cos m ' v eos. 2m 

io3. Z>acfos Zas tangentes de dos arcos, fca-
llar la tangente de su suma y diferencia. 

Siendo- tang. ( a ± b )  = -C0Sr („¿¿j"' poniendo pop 
sen. ( a i 6 ) y cos. ( a ± ¿ ) sus valores, será tang. 
. . , X sen. « X COS. ¿ ¿ eos- * * sen, b particn¿l0 nilí-
( a ± O ) cos# n X cos. b q: sea. a * sen. b * 
merador y denominador por eos. « x eos. 6, sera 

sen. tt >en-
cos. a ~ cos- b sen cos a " í-ontr tang. ( a ± b ) = — »en.T- y «orno cos. _ tang., 

^ + cos. a' eos. fc 

/ 7 \ tang. a ±tang. h g: U — 45.® 
jerá tan. ( a +6 ) — j rtailg. « x 6 ' 

e V — tang. a i :  I 

tang. ( 4-"*0. / — i + lan^. a 

Paw hallar ¡a tangente de un arco doble, h»* 
gp b=a, y tomo el signo »uperwr, y «era tanj*. 
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Hallar lis relaciones que tienen entre sc las 

sumas ó 'diferencias de dos senos ó dos cosenos, 
En las cuatro fórmulas 

sen. ( a + b ) ~ sen. a x cos b * eos. a x sen. b 
sen. ( a — b ) zz son. a x eos. b —- eo«. a x sen. b 
cos. ( a J- 6 ) rs cos. a x cos. b — sen. a x sen. b 
cos. ( a —« b ) =2 eos. a x cos. b sen. a x sen. 6 
hago ö -!• 6 s í, a — b Zz d^ y el arco mayor a ~ \ 
( s d )" y el arco menor 6 =; ^ ( s — d ). 

Sumando y restando las dos primeras y luego 
las dos segundas, y sustituyendo sera 
sen. s -]• sen. d — asen. s -i d ) x eos. ~( s d \ 
sen. 5 tr- sen. í/ — 2cos. |( s + ) x sen. 4( s — d ) 
cos. 5 -i- eos. = 2,eos. s + d ) X eos. 5 — d ) 
cos. d — cos. ^ r= 2>en. s d ) x sen. \( s — d ) 
dividiendo estas fórmulas, cada una per las que 

]e siguen, y poniendo en lugar de , tangente, se 

tendrán las relaciones pedidas. 
sen, ¿.pen d tang ] fen. s-sen. J — jr ^ ç J\ 
sen. f-sen. d I, .. I cos. í.'cos. d ~~* ' O' 2^ J tang. 2O-O I 1 

sen. s.[_sen. d ! sen. s-sen cZ i 
eos. s {.eos. c/ lanc. cos. </-cos. s I 

l tang. 

seH .  Í  T  sen R ?  1 1  eos. Y  [.eos. < Z  I  
eos. t¿-cos. s . X/ i\ I co». d-cos. í I . í „ tang. 2\s-d) J tang 2Í.s-r'^) * lang, -jfs- J) 

Construcción de las tablas de senos y cosenos. 

104. Siendo el radio del círculo i , sen. 3o# 

S 5. Conocido el seno de 3o.° se puede conocer el 
de su mitad, el de su 4-a parte, #.a 16.a &a. hasta 
llegar á un arco tan pequeño, que su longitud, ealeul*' 

ao 



da como se lia enseñado en geometría, se confunda 
con su seno en las notas décimáles de la aproximación. 

Después se halla el seno de io", partiendo el del 
arco hallado por las veces que contenga á lo'': pues 
en los arcos inferiores al hallado los senos son pro­
porcionales con los mismos arcos. 

Ahora, siendo sen. ( a -¡- b ) =¡ sen. a x eos. 6 -j- eos. 
<2 x sen. b j sen. ( « — b ) sen. a x cos. b — eos. 
a x sen. ¿>, sumando estas dos fórmulas, será sen. 
( a -4- b ) -J- sen. ( a —— ~ asen, a x eos. 6. Ha­
ciendo a zz rub, será sen. b ( ra + i ) + sen. h ( m — 
i ) ^ asen, mb x cos. b: luego sen. ( m + i ) b — 
a cos. b X sen. mb -— sen. b ( ra — i ). Conociendo, 
pues, los senos de dos arcos sucesivos b ( ra —• i ) 
y mb, se podrá conocer el seno de b ( /»-i- i ), 
multiplicando el seno del anterior por ucos. b j 
restando el seno del anterior. 

Igualmente , siendo cos. ( a -\-b ) — cos. a x eo». b 
— sen. a x sen. b, y eos. ( a — ¿ ~ cos. a x eos. 
ò-1- sen. X sen. ó, sumando será cos. ( a -5- b ) + eos. 
( a — b ) ~ acos. a x eos. b\ haciendo a =: mb-, 
será cos. b ( m \- 1 ) — eos. b ( ra — I ) acos. 
X eos. 6, y eos. ( ra -j- i ) £=: acos. w6 x eos. 6 — 
cos. b ( ra — 1 ), fórmula que manifiesta para los 
cosenos la ley misma que para los senos. 

Haciendo, pues, b z~ io'' y conociendo su coseno, 
como tenemos sen. 0° rr: o, eos. o~ 1, y sen. 1 * 
y eos 1 , se podrán tener por las fórmula» anterio­
res los senos y cosenos de a", de 3"... hasta 4^° -
En los arcos mayores que 4Sr- el seno de un arco 
es igual al coseno del complemento: 'así bastará en 
Jas tablas encabezar en la parte inferior el comple­
mento del arco que hay en la parle superior, y 
¿Jamar seno al que CÍ coseno para el arco superior 
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y coseno al que es seno. Para hallar las tangentes 

y cotangentes han servido las formulas tang. a s 
«en.u , cos a . . . — y cotan£. a — , conocidos \a los senos y cos. a J O it'll a J 1 

cosenos. 
Los arcos mayores que ()o0 no e^tán en las ta­

blas: porque sus líneas trigonométricas son las mis­
mas qui?'- las de sus súpleme«'.tos'} y siendo estos 
menores que 9 )° , están en las tabla«. 

Los tablas no contienen los valoras de las líneas 
trigonométricas, sino sus logaritmos, porque estos son 
los que se e mplean en el cálculo. 

io5. Guando el arco no tstá en las tablas ( como 
si se pidiese Log. sen. ( 3i° 4°' 3V, 24 ) ) se bus­
cará el arco próximo menor que se halla en I39 
tablas Log. s n. ( 3-2° 40" ) r; 9 7321932. Multipli­
qúese la diferencia que dán las tablas entre este 
seno y el siguiente ( 328 ) por la cantidad del arco, 
que no se baila en las tablas ( 3 ', i \ ), y resulta 
io63; que partido por 10, porque las tablas pro­
ceden de 10 en 10 segundos, dá ro6, cantidad que 
añadida al ieno hallado dará el que se pide, y es 
Log. sen. ( 32° 40' 3", 24 ) =; 9,7322038. 

Si la línea buscada es coseno ó cotangente, de­
berá ser sustractiva dicha .cantidad : porque aumen­
tando el arco, disminuyen coseno y cotangente. 

Si dala una línea, que no se halla en las tablas 
( como el seno 9,y322o33 ), se pide el arco q^yj 
le corresponde, tomo su próximo menor 9,7321 o32, 
onyo arca es 32° 4° • ka diferencia 106 entre los 
dos multiplicada por 10 pártola pot" la diferencia 
de las tlautas 3a&: y tsbldrán los segundos y dée#-
Jiiales de segundo, que deberán'agregarse al arco 



hallado si la línea os seno ó tangente; ó restarse 
si es coseno ó cotangente. El arco pedido es de 32° 

:4o' 3", a3. 
^ - r*. , ? ' , s • - " * » » 

Resolución de los triángulos rectángulos. 

io6, En la resolución de un triángulo rectán­
gulo, ó se dan dos lados, ademas del ángulo recto, 
ó se dein un lado y un ángulo. 

Caso. i.° Cuando se dán dos lados, ó son los 
dos catetos, ó /a hipotenusa y un cateto. 

Si se din los dos catetos, sean A, B, C los tres 
ángulos del triángulo, siendo A el ángulo recto, y 
Ö, 6, í los tres lados respectivamente opuestos: y 
sean los datos 6 y c. 

La hipotenusa a se determina por la ecuación a £2 

V ( b \ . c * y  

El ángulo B, por ser tang. y el ángulo 

C ~ (jo0 — B. o; 
Si se dá la hipotenusa a y el cateto 6, el ca­

teto c se determina por la ecuación c zzz y( a 

— b1 ) — V ( a i- b ) ( a — b ). 
Í > . £ 

El ángulo B, por ser gen. BS;: y el ángulo 

C por ser C zz 90o — B. 
Caso. a.° Cuando se dá un ángulo, se cfó 

oíro, por ser su complemento. Si el lado conocido 
«9 Ja hipotenusa «, el lado ò S ü. sen, , B, y el 
lado c a, sen. C. >f > 
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Si el lado conocido es un cateto <£, sera a ü 

J' V c ^ Estas fórmulas ee resuelven por 
san. ü' J tang B 

logaritmos, como se vé en el egemplo siguiente: 
Sea cía,la la hipóte- ^ 

n„sa a -400 v.'y el ¿Co 
cateto 6= i5o. EI ca- ~ 
teto c = y( 4co i- i ">o ) 5,t3¿.3027 ^ 
( 400 *- i5o ) ~ -/55o. 2,^69f ) » • £• 
a5o. S'ímOj pues, ios lo- c —• 
garitmos de 55o y 2,5o, 
naco la mitad de su suma, y tengo el logaritmo ec. 

gen> Añado ai L. 15o =z 2,1760913 
400 C.t0 L. 400 — 7,3979400 

logaritmo de i5o el com- L gen ß -^^oäj3 
plemento logarítmico de 400 

y tengo el logaritmo sen. B. Buscado €11 las tablas» 
dará el ángulo B — 22o 11 20 *. 

El ángulo G^oo0-Bs 68° 89o 59' 60" = 90» C ^ // D 
** 20. 22 i 20 zz B 

67° 58' 4°" — 

Analogías de los triángulos oblicuángulos. 

107. t.* ^/1 ?oc/o tiiángulo oblicuángulo los 
lados son proporcionales á los senos de los ángu­
los opuestos. 

Dem. Sea el triángulo ABC. Desde el vértice B i5f 
bajo la perpendicular BO sobre A.C, y queda divi­
dido en dos triángulos rectángulos. En el triángulo 
ABO, el cateto BO ~ AB x sen. A, y en el trián­
gulo BOG, el cateto BO = BC x sen. C: luego AB 



( ,58 ) 
X sen. A — BC X sen. G, y como de dös producto** 

iguales se puede formar una proporción, será — 
BG , o *** S r r : luego <ka. sen. A O 

Si la perpendicular cayese fuera, siempre en el 
triángulo BAO seria BO — BA. x sen. BAO, óü 
BA X sen. A, por ser A suplemento de BAO y te­
ner el mismo seno un áugulo que otro, y así siem­
pre seria la misma Ja demostración. 

2.a En todo triángulo el cuadrado de un lado 
es igual á la suma de los cuadrados de los otros 
dos lados menos el duplo del producto de ellos 
multiplicado por el coseno del ángulo comprendido. 

Dem. Está demostrado, que bajando la perpen­
dicular BO, el cuadrado del lado BO, opuesto á 
uu áugulo agudo A, es =: á la suma de cuadrados 
de los otros dos lados menos dos veces el lado 

AC multiplicado por el segmento AO: sen,, pues, 

BC zí a, AB " c, AC ~ b: será rT s c ~ ib y. 
AO: pero en el triángulo rectángulo ABO, el ca­
teto AO ^.AB X cos. A^c X cos. A : luego susti­

tuyendo será: a' b -j- c —12.6c x eos. A: luego &a> 
Es, verdad que si el ángulo A es obtuso, el tercer-
termino-* es- positivo: fiero como entonces eos. A es 
negntjvo, f. h<ice diefoo<v término positivo, la fór-
ftmla- es general, para., todos los- casos.. 

i©8;. 3'.n En- todo triángulo él producto de dos, 
lados, es al producto. de - las. diferencias de cada 
iadó a ¡a semisuma de los tres, como el cuadrado 
dei radio al cuadrado • dçli ieno de la mitad da* 

-ÓfiQulo comprendidoJ o c 



X 'V) 
Dem. Siendo a* s b* -i- cl >—1 ibc. c->«. A , ¡será 

a&c. cos. As 6%c i-a", y eos. A ^ ~"~Y¿c • 
Ja fórmula sen. JA. Ä elevada al cua­

drado es sen*. JA. =5 pongo por co?. A su 
— h*-vc*-a* 

, ? r » — llc-b"*- c1 y2 
valor, y es sen . \ \ 2 ^ 
^ _ Ä2I- ( l'C^ ^ (ajf.b-0) (a b+c) 

1¿G ~~ \ba """' 4b» 
( JFL+ 11,-íc ) (La-%BJ¿C ) _ (U L·JMRC-. ) ( \«+J*+ÍC*) 

.j—. ¿C ' ÏC * 

Hago ¿a 4--J6-i-Je S/?, semiperímetro del triángulo.' 

•será sen\ -JA Si c p ^, de donde ¿c: ( c ) 

l { p ~ b ) :: 1: sen*. JA: luego Sea. 
4.a En todo triángulo la suma de dos lado$ 

es á su diferencia como la tangente de la semi­
suma de los ángulos opuestos es á la tangente 
de su sernidiferenda. 

Dem. Sean A, B, G los ángulos y a, clos 
lados respectivamente opuestos. Siendo los lados co­

rno los senos de los ángulos opuestos, serà ^ rr 
Hen. A — . , . .. .. «+6 sen. A-?-sen. B 
• r-. Componiendo • dividiendo es —r ~ ~—r n : «en. o -T J a b sen. A-sen. b 

, , . s«n. \-]-seo. B t*ng J(AH*B) 
y e r o  h e m o s  d e m o s t r a d o  q u e  — — — g -  —  t  

»+Í, .ANS.4(A+H . ' " "D1 
luego ^ luego te • 
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Be solución de los triángulos oblicuángulos. 

ico En estos, ó se dán los tres lados, ó dod 
ángulos y un lado, ó dos lados y un ángulo. 

Caso K° Si se dán les tres lados, se suman 
y al semi perímetro se le llama y se resuelve» 

I A — AP'CUZ±1 SEN £R —— las fórmulas sen. -|A = V ¿>c 9 * 
( p - c )  (  p - f l  )  X  .  (  p - ^  )  ( )  

sen- *C V a& * 
Sgemplo.Sea L, 260 = 2,4149733 

« = 600 varas, !• 340 _ 2,00 14-39 
b — 400 , c = C." L. 400 = 7,3979400 

320: p — 660. C.w L. 320 = 7,4948000 
sen. 77A = y " 

Z 19,8392422 
3JPX^6° ^ SUMO 0,9506211 tí L. sen. 
/JoOXJiO •* ^ 

rnos' ele '340 'y 260 con los complementos logarítmi­
co da 400 y 320. Saco la mitad de la suma y 
tengo log. seil. £A : de donde 5A _ 56» 12 20 S 
Y A —  I 1 2 O  2 4  4 O  •  

Haciendo un eál- L. 34o ~ 2,5314789 
culo semejante para L. 60 =5 1,778^12 

3-0x6© C.tf> ^ ^oo «7»aa 18488 
sen. jr» tí </ 6¿¿X 3-J Ó'O.10 L. 320 ~ 7,4948^00 

resulta |B == 19,0263289 
i , 2 > y " 9,5 i 31644 S sen. 2B 
a' 5o/¿. 

Un calculo se- L. 60 tí 1,77815i 2 
niejante para sen. L. 260 tí 2,^1497^ 



( i6'ï ) 
-, (W;o C.«o L. 600 s 7.2218488 

5C ^ V Guo* 4°°' ^-l° 4OO 7,3979400 

°/ »'C C = « £ ~~TS,8 >*> 13 3 
H jg,, 9.4064506 = L. sen. C. 

Comprobación; A+B-i-C — 1 8o° sin error sen­
sible ( pues es 2") 

Caso. 2.0 Cuando se dán dos ángulos, se dá el 
tercero: pues ts lo que lalta á la suma de los 
otros dos para componer 18b0. 

_  I i i  i  s e n .  A .  s e n .  B  ,  *  _  Sea a el lado: siendo —~— ~ —¿—> sera ^ — 
a .«en. B • sen. A sen. C , sen. ( j • y siendo ~ , sera c — - 1 • ^a 

teu. A J « c sta* A 

aplicación del cálculo logarítmico es fácil en este caso. 
Caso 3.° Cuando se dan dos lados, ó se dá 

el ángulo comprendido entre ellos, ó el ángulo 
opuesto á uno de ellos, 

Sí s? dá el ángulo comprendido entre los dos 
lados conocidos, sean a y b los lados conocidos, 
y C el ángulo comprendido. Restando C de 180o , 
tendré el valor de A-J-B: sacando la mitad, tendré 
el valor de § ( A + B). Formo después la propor­
ción —T" ~ -ta 6 2 (A-'-rc^ determino el 4 ° término 

tan8.|(A-B) 7 

tang.|(A — B). Conocida la semisuma y semidiferencia 
de los ángulos A y B, el mayor de ellos ( que 
será el que se oponga al mayor lado ), será igual 
á la «emisuma mas la semidiferencia ; y el menor 
eerá — á la semisuma menos la semidiferencia. 

El lado c se determina por la proporción * 
_ sen. C 1 , , a. sen. C S =  — d e  d o n d e  c  =  4 C U >  A  .  a i  

' « • « ""*"3 
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Egemplo. Sea a — 420 varas, b m 63o, C =3 

5-j.° 3a'So '' será A -j- B — 12.5° ü.7^ 10", y Ä + B ) 
lolo tang. 6i°43'35'' 

— oí0 43 35 . La proporción es -— n —5—— • 
1 * 3¡0 tang.-f(A-B) 

Sumo pues L. 210 y L.tang. 62^ 4}' 3,V coa el com­
plemento logarítmico tta io5o: tendré el log ta^g. 
•§( A — B ), y será A B ) =r 21o 12' 10''. El 
ángulo mayor B nz 83° 55' 4^ » menor A — 4l* 
3i' 25". 

Log. tang. ( 62o 43' 3o'' ) s 0,2876988 
258 por 

L. tang. ( 62o 43' 35° ) — 0,2877246 
L. 2i ~ 1,3222193 

C.t0 L. io5 tr 7,9788107 

9,5887546 s L.t.e 

Para determinar 
el laclo c noria fór- * 42,0 2,62,^249^ 

..se,, c L* Sfn-C =9»91c9411 

mula - £, snmo C.t0 L. sen. A Ä 0,178 >332 

l" ,c?n„L- sen- 12>71 *7*36 = L. c. 64° 32 5o y y con ' 1 

el complemento logarítmico de sen. A-, y tengo el 
logaritmo de c: luego c~ 516, 08 Yaras. 

L. sen. ( 41o 3i' 20" ) = 9,8214049 
por los 5" 119 

L. sen. ( 41o 3i/ a5" ) = 9,8214668 

110. Ultimamente, si se dán dos lados y el án­
gulo opuesto á uno de ellos, pueden ocurrir mu* 
çboJ caso«. 
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1.® Dados AR y BC y el ángulo A, si ella- 159 

do opuesto al ángulo conocido es mayor que AB 
opuesto al ángulo C incógnito, el ángulo O debe­
rá ser agudo: y se determinara por la proporción 

— =  — — j - r .  E l  á n g u l o  B  ~  1 8 0 o  —  A  —  C :  y  s€D- A son. O ö J  

el lado CA se determina por la proporción ¿V-
sen B 
 ̂̂ ÄC"' 

'  '  -  ) ' , '  

2." Si el lado BC opuesro al ángulo ciado es ^ 
igual á la perpendicular bajada desde L> sobre AC, 
ó zz AB. sen. A, el ángulo C será -recto. En efec-

, . BC AB . . 
to en Ja proporción ~ ^ , poniendo por 

\ BC, su valor AB. sen. A, se tendía AB 
sea. C5 

, - - - • - • . ' , ; f .. * - f -

y sen. C — 1 : luego C zr 90o . 
3.° Si el lado opuesto al ángulo conocido A es 

menor que la perpendicular bajada desde B sobre 
AC, no podrá formarse triángulo: en efecto, cu la 
p / I BC AB T>/~1 A r% formnia = ̂ r, pongo por BC, AB. sen. A 

— D, siendo D el exceso de la perpendicular sobre 
BC, será AB — j"~T == -—7. > y sen. C rr —— ' seu. A sea. C J n • 

A B —  
. ,  &ca. A 

Kste quebrado es mayor que T , por ser el nu­
merador mayor que el denominador: luego sr-n. 
C > i : pero ningún seno es mayor que el radio: 
luego es imposible formar triángulo, cuando el lado 
BC es menor que la perpendicular. 

4.0 Si el lado opuesto al ángulo A es mayor lbj 
tjue la perpendicular, pero menor que el lado AB» 
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Jos dato? convendrán al triángulo ABC, en que C 
es obtuso, y al triángulo ABC', en que el ángulo 
C' es agudo: el problema tendrá dos soluciones; 
y será necesario saber si el ángulo, opuesto al otro 
lado conocido, es agudo 6 es obtuso, para saber 
en que triángulo debe hacerse el cálculo. Si C es 
agudo, se tomará el arco que dén Jas tablis cuan­
do se busca en ellas el valor de sen. C. Si es 
obtuso, se tomará el suplemento del arco que 
den Jas tablas. 

• !)_ I ill"' • ; TO 

• IO, A SI J.CIHRI. .«J . ' Problemas de Geodesia. 
R.Y * 

i n .  i* Medir una altura accesible por su 
estremo inferior. 

162 Sea la altura CD: mido la base DM — b. Puesto 
el grafómetro en M, mido el ángulo E, estando 
horizontal la alidada fija, y mirando por la móvil 
el estremo C de la altura. En el triángulo rec­
tángulo CE3, será CB rzr BE x tarig. E — b taog. E; 
añadiendo á ,CB la altura BD ~ a del instrumcntos 
será la altura C D ~ b. tang, É + a. 

ü.® Medir una distancia inaccesible por un estremo 
í65 Sea la distancia AB, y el estremo accesible A~ 

Mido la base AC = b y el ángulo A: y hago la 
AB AG T i * T. b. sen. C 

proporción rz —p-, de donde Aß — ¿ent(A+cj. 

3.* Medir una altura inaccesible por su estre~ 
mo inferior. 

f<53 Sea la altura CD. En el terreno, que tengo a 
mi disposición, mido la base AH m 6, y los an­

il V. ' • 

gulos A y H; en el triángulo AHC busco el ladcr 
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AG por la proporción = de donde AC 

rr s^Vrrr- Poniendo este valor por b en la fór­
mula anterior perteneciente al caso en que el es­

tremo inferior es accesible, seiá CD = ta"".--j-a. ' sen. ( ) 

4° Reducir ángulos ó distancias, observadas en. 
planos inclinados, al horizonte. 

Sea conocido el triángulo ABC observarlo en al­
tura, por estar Id señal B elevada sobre el hori­
zonte. Tiro la horizontal AB': Se pide reducir el 
triángulo ÄC3 á su proyección horizontal AGB''. 
Medido el ángulo BAB' y conocida la AB, en el 
triángulo rectángulo ABB' determino AB', BB'. En 
el triángulo BCB', conocidas BC y BB', busco la 
CB'. Eu el triángulo horizontal ACB' conozco ya 
ios tres lados, y podré conocer los tres ángulos. 
Este triángulo me hará conocer el punto B;, pro­
yección de B. 

á.° Reducir al horizonte una 'longitud medida 
en un plano inclinado. 

Sea la longitud AB rr: L. Para determinar su pro­
yección AC sobre el horizonte, en el triángulo rec­
tángulo ABC es AC — L. eos. A: la diferencia 
entre la hipotenusa L y el lado AC es L L. 

cos. A =z L ( i — cos. A ): pero i — eos. Ara 

«en . ¿A: luego la diferencia entre L y su pro­

yección es aL. sen.3. §A. 
£° Medir una distancia inaccesible en todos 

tus puntos. . , i 
Sea la distancia AB. Mido la base CD en el 
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terreno, de que puedo disponer; mido también lo« 
tres ángulos en C y los tres ángulo« en D. En 
el triángulo ACD, conocidos CD, ACD , ADC, 
determino AC. 

En el triangulo BCD , conocidos CD , BCD, 
BDC, determino CB. 

En fin, en el triángulo ACB, conocidos AC, CB 
y el ángulo comprendido ACB, determino la AB. 

lia. 7.0 Dado un triángulo , determinar un 
punto fuera de él, conocidos los ángulos que deben 
formar las rectas tiradas desde dicho punto á los 
vértices del triángulo. 

167 Conocido el triángulo ABC, y los ángulos x y 
p, determinar la posición del punto D. Llamo o, 
b. c los lados del triángulo: y Jos ángulos desco­
nocidos ABD m y, ACD rz ir. 

t En el triángulo ACD, ~ 9 de donde 
T) A — . y en el triángulo ABD, -PA ~ *-> sen. x ' j 0 ' sen u 

de donde =. z'l> Igualando valores 
b•  s e n . u  1  s e n . y b sen. x ~ -: Juego ~ ———. Sea l SCO- z feen- " c- *ei1, z 

un ángulo cuya tangente sea de modo que 
h sen X , » íen. y 1 

tang. / = seri tanS- Z = ̂ TT: Il,eS° ' + 

7 — i j. -y< n' - rz: y i — tang. I zu I tang, t —— * < ¡sen ti ( sen. ¿¿ ^ 
sen v sen M-sen. y. . i-^Ung ¿ sen. 11 pen. 

sei», i» ® 1 ~^Pn8- ^ sen. u-1 y li. y sen u . 1 1  an« I if J \ SEN- W-T-SEN- Y 
aliora ~- tanS* ( 4j0 + ) ^ sen, »-sen. r 

tangjK^r) J tan ^50 +/) de don-
17 x & & tang. 2(«-r) <ANG. 2Cu-r) . R 

. tan:*.<9( ^+T ) 
de tang. J( u — y ) = 
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Determino, pues, el ángulo auxiliar l por Ja 

fórmula tans;. / — como a y es — 36o* D c ,  sen. z 
-—A — X —- 2, porque los cuatro ángulos de un' 
cuadrilátero valen 36o° , será conocido. Determino, 
pues , ti —• y , por la ecuación tang. u — y ) 

__ tano^2(«:1:^ Conocida la suma y diferencia de 
tang. (45°.{./) 

2os ángulos u, y, podré determinar estoados án­
gulos. Si tang. u —» y ) es positivo, el ángulos 
será el mayor; si negativo, u será el menor, por­
que entonces u —• y es negativo. 

Conocidos los ángulos M , y, se podrán deter­
minar Jas línea« CD, BD, AD, y por tanto to­
das las partes de la figura y la posición del punto D. 

Hemos dado en la geometría elementar la solu­
ción gráfica de este problema. 

113. S.° Determinar el arca de un Triángulo, 
dados dos lados y el ángulo comprendido. 

Sean dados AB, AC y el ángulo A : la area del 
triángulo es ^AC X BD: pero en el triángulo rec­
tángulo ABD, es BD — BA. sen. A: luego la area 
del triángulo es £AC X AB x sen. A. 

De aquí se infiere, que dos triángulo» que ten­
gan un ángulo igual, tienen sus areas propor­
cionales á los productos de los lados que com­
prenden el ángulo igual: porque sean A y B los 
lados que comprenden el ángulo C en un trián­
gulo, y M, N los que comprenden el ángulo que 
le es igual en el otro: será la area del i.° ^A x 
B. sen. C, y la del a.° x N x sen. C: estas dos 
areas, suprimiendo el factor común isen. Cs están 
entre $í como ÁxB: MxN; luego & 
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Determinar cl arca de un triangula„ da» 

dos un lado y los ángulos. 
Sea AC el lado conocido. Hemos demostrado 

que el area del triángulo ABC es ¿AB x AC x sen. 
A. Aliora como == :S^T» cle donde AB = 

^Jnr* será el area JAC\x 
io.° Determinar el arca de un triángulo, da-

ÍZO5 /05 FREÍ ZAC/OJ. . , 
Llamo a, b, c los lados del triángulo. Brando 

la perpendicular BD, sera el cuadrado ce > -
á la suma de cuadrados de los otros dos lados, 
menos dos veces el producto de la base AC por 

el segmento AD, q»e llamo X'-, será a -j c 
ia ^ 2 
V _J.c -a 

_ txbx\ luego x ~ —b '• 
1 2 

En el triángulo rectángulo BAQ, EQ ir: AB •— 
,2 • A 

AQa y llamando á BQ, z, sera z =c - X, J 
* _ 3 . ___ 

poniendo por x, au valor s — c 

V-(V-l-c*-"* J Despejando de quebrado» y des-
4 ^  '  F  / ; A ~ A  

componiendo el a.# miembro en sus factores, 40 -
— (a¿c+¿a + e'~ a) (zbc~ - c' + a'). El i.« 

factor es ( 6 + c )' - a : cl a." a - ( 6* - a6c+ c ), 

ó a* ^ ( 6 — c )\ Descomponiéndolos en factores, es 

« * = ( & +  C +  A )  ( &  +  C ~ A ) ( A +  I - C )  ( A -

c). 'naciendo cl perímetro + &í ser» 
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b + c-*aizo-\'Ci-a —• ia z=z ip w. a -i- b c rr! 
a ̂  b j- c ~ ic — ip ~ ic\ a —• b + c =: a -j- b -j- c — 

ib = 2/7 >— 26: y sein 4^ 2* — 2/7 ( 2/7 — 2a ) ( 2/7 
—« ib ) ( 2/7 — 2C ). Partiendo ambos miembros por 

a4 ó 16, es s2 — /;> (/9 — a ) (/? — ¿> ) (/7 — c): 
estrayendo raiz cuadrada es — V P ( P ~ a } 
( p  —  b )  ( p  —  c ) :  pero ¿¿2 = |AC X BQ es la su­
perficie del triángulo, que llamo S: luego S — y/p 
( p — a ) (/7 —i b ) (/7 —> c ): es decir, el area de un 
triángulo es la raiz cuadrada del semiperimetro mul­
tiplicado por Jas tres diferencias que resultan res­
tando cada lado del semiperímetro. 

114. ll° Hallar el radio del círculo circuns­
cripto á un triángulo. / 

Sea ABC el triángulo: sea AB - c, BC = a, AC j 63 
S b; OC, radio del círculo circunscripto,^ R. Tiro 
OH, perpendicular á AC, y AR perpendicular á 
BC. Los triángulos OiiC, BAR son semejantes, por 
rectángulos, y por tener el ángulo en B =2 al án­
gulo en O; pues ambos tienen por medida la mitad 
del arco AC. Luego sus lados son proporcionales, 

AB OC , c R ! 
Y AR HC» 0 AR TT» c'e donde R =: — 
be 26 AR 

Multiplicando ambos términos por BC = a , se 

l a  K  —  2 X P e r o  A R  X  a es doble de la area 
(leí triángulo, que llamo S; luego R £= ~t es de-0 4S • 
cir, el radio del círculo circunscripto á un trián­
gulo es igual al producto de sus tres Jados par­
tido por el cuadruplo de su area. 
? Comparando la espresion del area, que se acab» 
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de hallar con la c!el problema 8.° , que es S —. 

\bc. sen. A, resulta R ~ *asc" A'•, ó sen. A es 

decir, el seno de un ángulo de un triángulo vie­
ne á ser la relación del lado opuesto al diámetro 
del círculo circunscripto. 

12° Hallar el radio de un círculo inscripto en 

un triángula, 
^69 Sea AiBG el triángulo: llamo á sus tres lado» 

a, 6, el radio Ox del círculo inscripto sea =3 
X. Tiro OA, OB, OC: será la area ABC del trián­
gulo = AOB + BOC -j- AOC. Sea S la area del trián­
gulo ABC Como los tres triángulos parciales tie-* 
nen la misma altura X, -sus areas serán \ax^ 
\bx, \cx: luego S = \ax + \bx + \cx: despejando 
de quebrados es 2S zzz ax -i- bx + ex luego X — 

aS — £ — ®; es decir, el radio del círculo 
a.'rb. j.ü -ip p 

inscripto en un triángulo es "S á su area dividida 
por su semiperímetro. 

i i5. i3.J Dividir un triángulo en dos partes, 
que estén en una razón dada, por medio de una 
recta paralela a una recta dada. 

70 Sea la razón Jada ™, A3C el triángulo dado, 

op la recta dada. AB = c, APQ el triángulo que 
ee busca, y AP=*i como por la hipótesi el án­

gulo Q = 5 , y P ~P,el triángulo APQ = 
. ^ , 2 sen A-x sen. B , 

sen. A x »cn. p ^ 1q AßG - ¿C . —-^c" : ^ 
GEN,  Q * T> 

, T a sen. A x sen. /> w» sen. A x sen. 
ecuación sera . ¡^77^ — m+„* 2 • sen. G * 

Je donde X X —. —. —~ c*' de donde est* aonae £ r- . 4CUi €. Ka.f. 
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, » * «on. G sen B in 

proporción ( m + ra) : m. — r. c : x , cu-

yos dos primeros términos son los lados opuesto» 
á los ángulos C y B en triángulos, en que m -j a 
y m sean los lados opuestos á los ángulos q y p. 

Prolongo, p'ies, Ji recta q¡) ha ta encontrarse con 
la CB prolongada. Torno ED: EG:: m: m n, y 
t i r o  Í . ) F  p a r a l e l a  á  A 3 :  s e r á  E ^ :  E F : :  ( r n  +  n )  

£f» ">• =& l*g-» F?= A3': AP*, cuyo 

4-° término se hal^a, formando sobr<* V.q J - EF un 
semicírculo, tirando las dos eueidas al estremo del 
diámetro, cuvos cuadrados están en la razón de F<7 á 
EF , y buscando una proporcional á estas dos 
cuerdas y á AB; esta cuarta proporcional será AP. 

Si el ángulo p es recto, sen. p — 1 , sen. q zz eos. 

A, r, , , *s m sen. n uro«; A „ , y la iormula sera x — - . 7: c .yco-7 J m.^.n sea. L v 

sen R b , i m mo Wc = 7 > sera * = cos- A. bc. Pero b 

cos. A" AR, tirando CR. perpendicular á AB: lue­

go x = c x AR. Buscando, pues, una media 

proporcional entre AR, y —c, dá el valor de x 

14.0.1 Dividir un triángulo en des partes, çwe 
tengan una razón dacht por medio de una recia 
tirada desde el •• vértice. 

Para esto divido la base en la razón dada, y 
tiro una recta desde el vértice al punto de divi­
sion. Los dos triángulos parciales que resulten , que 
tendrán una misma altura, serán como sus basee: 
«a decir, ea la razón dada. 



( »7A ) 
15.° Dividir un triángulo en dos partes, que 

estén entre si en una razón dada, con una recta 
paralela i la base. 

Sea el triángulo dado ABC, y la razón Sea 

el lado AB ~ a, sea QR la paralela pedida. Sea 

AQ zzr ¿c: debiendo ser componiendo se­

rá := -~ç-n ó ~ haciendo m n ~ t. Pero 

los triángulos semejantes son como los cuadrado* 

de sus ladcá : luego luego 

zz T, X zu £ y ~—, que S Ä  cor.çtruye buscando una 

media proporcional entre a y . 

Pero es mas elegante la construcción siguiente: 
tomo á continuación una de otra dos partes CO, 
OH que estén en la razón de m a ¿. Sobre el 
diámetro C£I describo un semicírculo. Levanto en 
O la OR, perpendicular al diámetro y tiro las 
cuerdas RC, RH á los estremos del diámetro. So­
bre RH tomo RP zí a, y tiro PD paralela al diá­
metro CH: RD es el valor de x. Porque siendo 
los cuadrados de las cuerdas tiradas á los estremos 
del diámetro proporcionales á los segmentos del 

, CR1 CO vi tat) 
diámetro, será —- = oh = Pero Por *er Dl 

RH1 

/ CR2 RD2 , KD* 
y CH paralelas, sera —— — ——: luego — 
J 1 Rli3 RP RP 
~: comparando esta ecuación con la del proble-

a 
ijia — j* ce vé, que siendo RP ay será RD ts A\ 



ÏI6. 7 6.a "Dividir un triángulo en cios partes 
que' estén en una rcizon dada con una recta ti­
rada por un punto dado. 

Sea el triángulo ABC: el punto dado D: tiro 
por él DI paralela a AC y deben ser conocidas 
las DI ~ f, Al d. Sea AC zz b, AB s c. Sea DF 
la Vecta pedida y AF x. Los triángulos ABC, 
AFE, que tienen un ángulo igual A, son como 
los productos de los lados que lo comprenden: 
. A FE AFxAE ... , , 
*tieg° "ÄBC* AB X AC : Pero dlchos triángulos deben 

i m , m . AFx AE TIL estar en la razón —, o r: luego AB"^ = ~ 

es la ecuación. La AE se determina por los trián­

g u l o s  . - s e m e j a n t e s  F A E ,  F I D ,  d o n d e  - j g  — ó  

-j- zr ~, y AE = Sustituyendo en la ecua-
f 2 

cioii valores analíticos es ó ftx% — * ( x.^d) ba t » / "v —— 
bem ( X -t- d ), donde x tiene dos valores, uno po­
sitivo y otro negativo. Este segundo valor se in­
terpreta tomando ei punto F sobre A y cortando 
la DF las prolongaciones de AC, AB, con las cua­
les formara un triángulo, que estará con el dado 

f 771 €n Ja razón 

Si el punto dado está dentro del ángulo A, co­
mo en Df, entonces todas las líneas son directas, 
excepto la AI: porque está en el caso anterior 
se suma con ÁB para tener la BI, y ahora es 
necesario restarla de AB, para tener la BP. Ha­

go, pues, indirecta la d y será fix* = bem. ( x -mm 
f'J Ja ecuación de este caso. 



Si el punto dado està en Dfuera del ángu­
lo y debajo de la AC, entonces no solo es indi-* 
recta la d, sino también la DI: pues antes era 
necesario restarla de AC para tener lo que vale 
la parte de esta línea comprendida entre D y la 
paralela a AB que pasa por C; y ahora es pre« 
ciso añadir D "I" á la misma AC para tener di­
cha distancia D' H": mudo, pues, el signo de f y de 

d, y la ecuación será para este caso — ftx* — 
bcm ( X •— d ), ó variando los signos de ambos miem­

bros, ftx ~ bcm ( d •— X ). 
Es muy elegante la siguiente solución gráfica de 

este problema. 
*74 Sea S la area del triángulo: el problema se 

reduce á tirar por el punto D una recta, que 
forme con los lados AB, AG un triángulo, cuya 

n i  _  
area sea r o. T 

Descríbase el paralelogramo E'EAP , cuya area sea 
k dada, tirando por D una paralela á uno de los 
lados, del triángulo,^ por, egempío Á ÄB; tomando 

ed " E C — ED ), será Di/ la recta, qne se pide» 
Den:., Sean,/,1, F las-, intersecciones de, la recta 

pedida^ con E c y cA ; serán seme]aptea . los . triángu­
los EFD, E'/D, ej'd\ homólogos^en- elioslo3r-|aelo$ 

ED, E'D', ed\ luego por ser ed" ~ E'D •— £DJ,se*» 
rá efd — E/O —• EFD, lo que manifiesta, , qne el 
triángulo AÍ/F es equivalente al paraleiogi amo, 
cuando el punto D está fuera del ángulo; y E/D 
~ efd +EFD, qne manifiesta la misma equivalencia? 
cuando el punto D está dentro del ángulo. 
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Sí el paral el Ogr am o se hubiera formarlo haciendo 

paralelo á AG el lado, que pasa por D, hubiera 
resultado la segunda solución del problema, que 
en el caso de estar el punto D fuera del ángulo 
3e hubiera verificado en el ángulo verúca¡.mente 
opuesto al dado. 

i7.° Dividir un triángulo en cuantas partes 

iguales se quiera con rectas tiradas desde un <nin-

to tomado en uno de sus lados. ( Como toda fi­
gura se puede reducir á un triángulo, que pase 
uno de sus lados por un punto dado, puede ser­
vir este problema para -dividir una heredad en 
partes iguales por medio de •senderos, que vayan 
á parar á un pozo ó cisterna común, de que se 
sirvan todos los 'interesados J. 

Sea ei triángulo ABC, y el punto dado I. Divido 
el lado AC en -tantas partes iguales como se quiera 
dividir el triángulo, por egemplo, en 3. Tiro la 
BL, sy por los puntos de division 0, H, paralelas 
á la Bí, OE. HD, y tirando ID, IS, estas divi­
diran el triangulo en tres partes iguales: porque tiran­
do BQ, BFí, ABO, 03H, KBC son terceras partes 
del triángulo. Ahora ÍDBC ~ HBC, porque HBI s 
HDI. También IDE s BOH : porque IBE =: IBO, IBD 
í=J IBH: restando, IDE üs BOU. También IE A — OBA: 
porque EOB ¡=: EOI: añadiendo OEA, es ABO =; AEI; 
y lo mismo se demostraria, si la division fuese en 
mayor número de partes. 

117. 18° Rallar el area de un paralelogra-
Two, dados dos lados y el ángulo comprendido. 

Sea AB a rt, AC ts ¿: la area del triángulo ABC ; 
es \ab x sen. A: luego la del paralelogramo, que 
es su doble, deberá 9er ab x sen. A: el producto 
de los dos lado§ por çl seno del ángulo cçmpreadido» 
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jg.° Dado un rectángulo, construir otro igual, 

cuya base sea conocida. 
Sean A y B altura y base del i.° : x y b altura 

y base del 2.0. Por la condición será ÁB S bx y 

X zzz es decir, la altura del rectángulo que se 

busca es una 4.a proporcional á su base y á las 
dos dimensiones del rectángulo dado. 

20.0 Construir un rectángulo, conocida su area 
y la suma ó diferencia de sus lados. 

i.° Sea p el cuadrado igual al rectángulo pedi­
do : a la suma de sus lados, ^ y a-a: dichos» 

lados; ax *- x* — p*; esta fórmula se construye del 
modo siguiente: 

Sobre AD «, construyo un semicírculo: levanto 
AE — p perpendicular al diámetro: tiro EG para­
lela al diámetro, y por el punto F, en que corta 
la circunferencia, bajo FB perpendicular al diámetro: 

digo que AB es el valor de x: pues siendo FB* 

S AB X CD, será p2 ~ AB ( a —-• AB ) : luego AB 
EU x; BD a — x, y AB y BD los lados del rec­
tángulo pedida. El otro valor de x es AG: pues 

siendo GG2 x: AC' X CD , también se verifica que 

p2 — AC ( a — AC); luego los lados del rectángu­
lo serán AC y CD, los mismos de la solución an­
terior, por ser AB — CD. 

El problema será imposible si p es mayor que OT 
pnes entonces la paralela EA no corta el 

círculo: en efecto X \a ¿ j/( \a •- p2), imaginari# 
íi p > \a. 
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&.° Sea p* el cuadrado zz al rectángulo, a la di-

ferenda de sus lados, y x, X — a sus lados. La 

ecuación es x ( x — a ) — p , que se construye así: 
Construyo un círculo, cuyo diámetro sea ~ a. En 
cualquier punto A tiro la tangente AV zr /?, y Ja 
secante VN por el centro. El valor de x es VN: por­

que AV* -VNxVM, ó p* - VN ( VN — a): Jue­
go los lados del rectángulo son VN y VM. El otro 
Valor de x es negativo y es — VM: pues entonces 

— VN s — \ M — a , y también es p* s — VM 
X — VN. 

2i.° Rallar el area de un cuadrilátero, cono­
cido un lado, las perpendiculares bajadas sobre el 
desde los vértices opuestos, y los segmentos que jor­
inan sobre dicho lado. 

Sea AB =: a, AE = 6, FB ~b\ DE = h, CF - h'. i 
la area del triángulo ADE es \bh. La del trián­
gulo CBF es \b'h'. La del trapecio DEFG es |( h 
+ A' ) ( a — b — ). Sumando estas areas «era el 
cuadrilátero + b'h' + ah' — 6/2 bh' 

— 6 A' ) — a A —. 67i + ah' ~bh' ) — l( h ( a — 
6 ' )  +  A '  ( a  - b )  ) .  1  

Si una de las perpendiculares cae fuera, «e Je 
pondrá á su segmento el signo +. 

22o Hallar el arei de un cuadrilátero, dadas 
sus diagonales y el ángulo que forman. 

Sea OD E a, OC — OA— c, OB :r d. Como el 18 
area de un triángulo es el semiproduct de dos 
Jados por el seno del ángulo comprendido, tenien­
do todos Jos ángulos en 0 un mismo seno, será 
]a area A OD 5= §ac. sen. 09 AOG js ±bc. sen. O, 
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COB ~ \bd. sen. O, DOB tz. \ad. sen. O; y lasti­
ma ó area del cuadrilátero, será ^sen. O ( ac + be 
+ bd + ad ) =; Jsen. O (a+¿)(c+<¿): es decir, el 
semiproducto tie las diagonales multiplicado por el 
srno del ángulo comprendido. 

118. 23.° Dada una figura., construir otra se­
mejante a ella, y que esté con ella cu una ra­
zón dada. 

J 3I  Sea P la figura dada: a un lado suyo, x su 

homólogo en la figura X que se pide, y ^ la ra­

zón que deben tener. Siendo las figuras semejantes 
como los cuadrados de sus lado3 homólogos, será 

A J N 
* * X 

i3i Esta ecuación se construye, tomando AM y MNf 
en la razón de m á n, describiendo el semicírcu­
lo AON, tirando la perpendicular MO y las cuer­
das OA., OM, tomando OP — a, y tirando PQ pa­
ralela al diámetro: Oí,) será x. Sobre OQ homólo­
go de a se podrá construir una figura semejante 

/ 11 1 111 
á Py estara con ella en la razón pues es 
p rt*  OA 2  AM m 
X — T — R.VV —" MIN — «* 

X (JSN 

24.0 Dadas dos figuras, construir otra quesea 
semejante á la primera y equivalente á la segunda. 

^33 Sea X la figura que se busca; si lia de ser se­
mejante á P, siendo las figuras semejantes como 

X 
los cuadrados de sus lados homólogos, sera -p nz 

•2 O 
—: y como X ~ Q, será ----- — p. Reduzco Q y P 
a? n ' * 

á. cuadrados 3 y sea Q = M , P = N \ será —-
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W1 i * M 1 —, ó ~ : busco, pues, una 4.a proporcio­
nal á N, M y a, esta será el valor de x. Cons­
truyendo sobre ella una figura semejante a P, di­
cha figura será equivalente á O. 

25.° Cortar en un cuadrilátero dado un arca 
dada ccn una recta, cuya dirección sea también dada. 

Se pide cortar en el cuadrilátero BCDE un 
area determinada con una recta, cuya dirección 
6ea III. 

Prolongando les bdos DB, EC hasta que se 
encuentren, en el triángulo IIAI son conocidos los 
ángulos. Eu cl triángulo' BAC son conocidos los 
ángulos y el lado BCJ. Determino, pues, su area; 
y añadiéndole la que solícito cortar en el cuadri­
látero, la cuestión se reduce á construir un trián­
gulo, equivalente á la suma del triángulo ABC 
con el area que se quiere cortar, y semejante al 
triángulo AHI. La construcción es la del proble­
ma anterior. 
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A P É N D I C E .  

Ve los pesos y medidas. 

i t 9 .  Ha parecido á propósito esplicar después 
de la Geometría las unidades de medida y peso, 
mandadas observar en España, porque los princi­
pios geométricos son necesarios, para la perfecta 
inteligencia de las medidas de superficie y capa-
cidad^ Esplicarémos también el sistema decimal, es­
tablecido en Francia, y la relación de sus unidades 
con las antiguas de aquel pais y con las españolas. 
Concluiremos dando una idea de los métodos prác­
ticos , usados vulgarmente para la medición de 
areas y volúmenes. 

Medidas españolas lineares. 

120. La vara legal del reyno, establecida por 
real cédula de 26 de enero de 1801 ( f ) para 
la medida délas líneas, es la vara de burgos ( a ): 
se divide en 3 pies, el pie en 12 pulgadas, la 
pulgada en 12 líneas, la línea en 12 puntos, lam-
bien se divide el pie en 16 dedos, y la vara en 
4 palmos, y en 2 codos. 

Los múltiplos de estas medidas son el paso, que 
vale 5 pies; el cordel, que vale 5 pasos: a milla, 
que vale 1000 pasos i la legua de una liora e 

í x )  l a s e r  t a  e n  l a  n o v í s i m a  r e c o p i l a c i ó n  l i b .  I X .  t i t .  I X . ^  l e y  V .  
[ A De esta se valió .1 Señor Ciscar para sus comparaciones eg 

m Qfamwia elemental sobre pesos y medidas. 
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camino, qne vale 20000 pies: la braza, que va!e 
2 raras, el estadal lineal , establecido por la citada 
real cédula para medir las tierras , que vale 
4 varas. 

Medidas españolas de superficie. 

íai. Vara cuadrada, pie cuadrado, pulgada cua­
drada será un cuadrado, que tenga por lado una 
vara, un pie, una pulgada. Así la vara cuadrarla 
tendrá 9 pies cuadrados ; el pie cuadrado 144 
pulgadas cuadradas, &a. 

Las medidas agrarias de superficie son el esta­
dal cuadrado, que contiene 144 pies cuadrados: Ja 
aranzada, que es un cuadrado de 2,0 estadales por la­
do, y por tanto contiene 400 estadales cuadrados. 
La fanega de tierra es un cuadrado, que tiene 24 
estadales por lado, y por tanto contiene 576 es­
tadales cuadrados. La fanega se divide en 12, ce­
lemines, y el celemin en 4 cuartillos. 

Los múltiplos de la fanega son la yugada, que 
vale 5o fanegas, y la caballería, que vale 60 fanegas. 

Medidas españolas de volumen. 

122. Una vara, un pie, una pulgada cúbica, 
son cubos, que tienen por lados una vara, un pie, 
una pulgada lineal. Así una vara cúbica tiene 27 
pies cúbicos, y el pie cúbico 1728 pulgadas cúbicas. 
Esnresarémos en estas medidas geométricas las me­
di das españolas de capacidad. 

Para medir los áridos , se usa del cáhiz, que 
èe divide en 12, fanegas, la fanega en ia celemines, y 
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(i celemín se subdivide por mitades sucesivas, qne 
tienen los nombres de medio ceUmin, cuartillo, me­
dio cuartillo, ochavo, medio ochavo y ochavillo. 

El Señor Rebollo en las ediciones a su traduc­

ción de la aritmética de Lacroix, supone la media 
fanega equivalente á 2220 pulgadas cúbicas, lo que 
da á la fanega 444° pulgadas cúbicas. 

El Señor Ciscar en la citada memoria deduce el 
valor de la fanega de su comparación con el Kilo-
litro. Según él, 18018 fanegas equivalen á 1000 
Kilolitios, ó á un millón de litro». El litro es un 
cnbo, cuyo lado es un decímetro; y el decímetro 
equivale á 4,3067 pulgadas lineares: luego el millón 
de litros, ó 18018 fanegas contienen 79*792,2,8 

5 '3O pulgadas cúbicas, lo que dá 4433 ó en de­
cimales, 4433,3o í pulgadas cúbicas por fanega. 

La citada real orden no esprega la cabida de 
la fanega en pulgadas cúbicas, pero prescribe las di­
mensiones, que han de tener el celemín, Ja cuar­
tilla y la media fanega ( 3 ), y de ellas resulta 

•3 que el celemín contiene 370 pulgadas cúbicas, 

la cuartilla 1110 -'5: la media fanega 2297 ~ ; y por 
/ 5 LI consiguiente la fanega tendrá 4441 ' 444a » 

ó 4594 ; ó en decimales, 4441,078; 4442,343 

c 4594^218 pulgadas cúbicas. 
De estas cinco espresiones de la fanega en pul-

(I) Dchcçios advertir, cjue el artículo de dicha real òrden, eu 
quo se designan las dmieiibioues de estas medidas ? esta omitido en la 
novísima recopilsmitu» 



( . 8 3 )  
gad is cúbicas, las nías lejanas son la ríe Ciscar 
con la que se deduce de la expresión de. la me­
dia fanega. Las demás presentan errores de muy 
poco momento, y originados necesariamente de la 
dificultad ile señalar sin inconmensurables las dimen­
siones de un sólido tan poco regular, como-.es un 
prisma trapezoidal ( figura adoptada para Ja como­
didad de Ja medición en casi todas las medidas 
giandes de áridos cuando es dado de antemano 
el volumen, que debe contener. 

Ad\ leí tase ademas, que aun cuando el celemín 
fuese la 6.a parte de media fanega, medida esta 
por 6 celemines, esperimentaria el grano al entrar 
en la medida 6 presiones diferentes, cuando me­
dida con la media fanega no esperimenta mas de 
una. Esto disminuye algun tanto el error en ex­
ceso, que lleva la medida de la media fanega so­
bre la de 6 celemines; aunque debemos confesar 
que siempre queda dicho error sumamente consi­
derable, pues es de un cubo de 5 pulgadas de 
lado , cuando menos. 

Iaia medn Jos líquidos, escepto el aceite, se 
usa la cántara, que contiene 1289, 6 pulgadas 
cúbicas y sus divisiones por mitades sucesivas, que 
son media cántara , cuartilla, azumbre, media azum­
bre, cuartillo, medio cuartillo y copa. 

El múltiplo <!e la cantara es el moyo, que con­
tiene 16 cántaras. 

Para me in el aceite se usan medidas arregladas 
al peso, y son la arroba mcnsaral\ que equivale á 
1004 pulgadas cúbicas, y sus divisiones por mi­
tades sucesivas', media arroba, cuarto de arroba 
medio cuarto de arroba, libra, media libra, cuarl 
Iprnn o ^ -i! ̂  ^ u ^.1' *|| 
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Medidas españolas de peso. 

123. La unidad de peso es la libra, que se di­
vide en 16 onzas , y también en mitades sucesi— 
vas con los nombres de media libra, cuarterón y 
medio cuarterón. 

La onza se divide en 8 dracmas , la dracma en 
2, adarmes, el adarme en 3 tomines, cl tomin en 
12, granos. 

Los múltiplos son el marco que contiene 8 on-
zns, y la arroba, que tiene a5 libras. El quin­
tal tiene 4 arrobas. 

En medicina y farmacia se continua usanc o e 

la libra medicinal, que tiene ia onzas, ó L de la 
libra común. La onza medicinal se divide en 8 
dracma?, la dracma en 3 escrúpulos y el escrúpu­
lo en 2.4 granos-

Sistema décimal. 

I 
1^4 En este sistema se lia tomarlo por mudad 

Jineal el metro, diezmillonésima parte de la distan­
cia del polo al ecuador, medida en el meridiano 
:e Paris. Sos divisiones v múltiplos, y !<>« "e 
las demás unidades de medida proceden de xo en 
,0, como las clases de la numeración; anteponiemlo 
»1 nombre de la unidad las palabras , 
mili para las divisiones, y 
para los múltiplos. Así el metro se divide en 
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decímetros, el decímetro en i o centímetro?, el cen­
tímetro en io milímetros. El decámetro tiene 10 
metros, el hectómetro ciento, el Kilómetro, mil, y 
el miriámetro ioooo. 

La unidad agraria para la medición de terrenos es 
la area; que es un cuadrado, cuyo lado es un 
decámetro. Solo se usan dos múltiplos de ella, la 
hectárea, que vale 100 areas, y la mirlarea, que 
vale icooo areas. 

La unidad de volúmenes es el litro, ó un cubo, 
cuyo lado es un decímetro. El Kilolitro contiene 
iooo litros, y por consiguiente equivale á un metro 
cúbico. El Kilolitro es Ja unidad que se emplea 
para medir leña, y entonces se le dá el nombre 
de cstereo. 

La unidad de peso es la grama, peso de la 
cantidad de agua destilada, que contiene un cen­
tímetro cúbico, cuando el termómetro centígrado 
señala cerca de cuatro grados sobre el cero. Su 
múltiplo mas usado es el Kilograma, que es el peso 
de un decímetro cúbico de agua en sn mayor 
grado de densidad, que es cuando el termómetro 
señala la graduación ya referida. 

Dos son las principales' ventajas de este sistema 
sobre los demás. La primera, que estaudo toma­
das sus unidades, no de un patron arbitrario, sino 
de la misma naturaleza, auuque se perdiesen todas 
las medidas existentes, seria fácil volverlas á cons­
truir. Segunda, que siguiéndose en las divisiones y 
en los múltiplos la progresión décupla de la nu­
meración vulgar, se escusa en los cálculos de pesos 
y medidas el uso de los complejos y de los que­
brados comunes; pues para representar una unidad, 
sus múltiplos y divisiones, bastará pintar una can-

- • ft4 
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tidad decimal, cuya vírgula esté delante de la nota, 
qu<_ indita las unidades. Por egemplo 7 decámetros 
+ 9 metros -!- 5 decímetros -j- 8 milímetros, se pinta­
ra así 79nt,5o8. 

Este sistema, que harta ahora solo se ha adop­
tado en Francia, 5e ha estendido en aquel reyno 
a las monedas y a la division del cuadrante en 
grados. El franco, unidad de moneda, se ha dividido 
en io décimas, y la décima en io céntimas. El 
cuadrante se ha dividido en ico grados, el grado 
en ico minutos, el minuto en loo segundos, &.a, 

Medidas antiguas de Francia. 

125. La unidad lineal era el pie de rey, divi­
dido en 12 pulgadas, y cada pulgada en 12 líneas. 
Su múltiplo era la toesa, que equivalia á 6 pies, 
y la pértiga, que tenia 22. 

La unidad agraria era el arpent real, que equi­
valia á un cuadrado de JO pértigas por lado. 

Habia varias unidades de volumen. Para la leña 
usaban la cuerda, que contenia 112 pies cúbicos. 
Para la madera servia la soliva, que valia 3 pies-cúbicos, 
•Para los granos, el boisseau, que equivalia á 2,74079 
celemines españoles. Para ios líquidos, la pinta, que 
equivalia á 1,888 cuartillos españoles, y la pinta 
de aceite á 1,8948 libras mensurales de España. 

Las unidades de peso tenian los mismos nombres 
que las españolas ; y cada una de ellas equivalia á 
1,06.3928, unidad de peso española de Ja misma 
denominación. 

126. Correspondencia entre las antiguas medidas 
francesas y las del ¿istema décimal. 
El metro tiene .... 3,07844 pies de rey. 
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La hectárea 2,92494 arpents reales. 
El metro cúbico.. . 29,1789 pies de rey cúbicos. 
El 1 itro 0,07687 boisseaux. 
El litro 1,0737 pintas. 
El kilograma 2,04268 libras francesas. 

Correspondencia entre las medidas espaíiolas y las 
del sistema decimal. 

El metro tiene .... 1,19631 varas de Cargos« 
La area 8,94469 estadales cuadrados. 
El metro cúbico . . . 1,71209 varas cúbicas. 
El litro 0,21589 celemines. 
El litro 1,98289 cuartillos de vino. 
El 1 itro , . . 1,98971 libra mensural de aceite. 
El kilograma 2,173474 libras españolas. 

Observaciones. i.a El kilograma es el peso de 
nn decímetro cúbico de agua en su máxima den­
sidad. Equivaliendo el decímetro lineal á 4^067 pul­
gadas lineares españolas, tendrá el decímetro cúbico 
79,879228 pulgadas cúbicas españolas, que divididas 
por 2,173474 libras españolas, que tiene el kilograma, 
dará en pulgadas españolas el volumen necesario para 
contener una libra de agua destilada en su mayor 
densidad. Este volumen es de 36,765963 pulgadas 
cúbicas, ó un cúbo, cuyo lado es de 3.323 pul­
gadas lineares. 

3.a Diez hectolitros, equivalen, con corta dife­
rencia, á 18 fanegas españolas, medida de áridos. 

3.a Seis pies de rey equivalen á algo menos de 
7 pies españoles: pues según las comparaciones del 
Señor Ciscar, se necesitan 6,00434 pies de rey para 
componer Jos 7 pies españoles. 



C >sá)  

Practicas ?nas comunes de la agrimensura. 
9 i i M -YRNUMM , 

127. La regla práctica mas general para la me­
dición ele un terreno, si es irregular su figura, y 
no pertenece á ninguna de las que hemos enseña­
do á medir en la geometría, es inscribir en él el 
mayor rectángulo poiible, y los pedazos, que que­
den fuera, medirlos como triángulos; ó si son ca­
paces de admitir un nuevo rectángulo ó trapecio, 
entonces los recodos quedan mas pequeños, y hacen 
á ojo la valuación de ellos. 

Para la formación de estos rectángulos, las ope­
raciones mas comunes de geometría son tirar una 
peí pen acular y una paralela. Para tirar una per­
pendicular á una recta dada, usan del cartabón con 
dos alidadas, que se cortan en ángulo recto: alinean 
con la 1 ecta dada la visual de una de las alidadas, 
y en la dirección de la otra fijan jalones , cuya 
dirección es la de la perpendicular pedida. La paralela 
á una recta dada se determina, tirando una per­
pendicular á dicha recta, y después otra perpendi­
cular a la que se tiró primero. 

Para valuar un terreno inaccesible por su medio, 
como un pueblo ó una laguna, le circunscriben un 
rectángulo, de cuya area restan los espacios com­
prendidos entre el rectángulo y las lindes del ter­
reno, que se quiere medir. 

Como las lindes suelen ser de figura curvilínea, 
irregular, con entradas y salidas, determinan la lí­
nea del linde, dirigiendo la visual, que la repre­
senta, de modo que los espacios esteriores á ella se 
compensen con los interiores; lo que pide, si se ha 
'le hacer sin cometer grandes errores, mucho tinQ 
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f práctica en el agrimensor. 

En cuanto á Ja division de los terrenos, si estos 
tienen figura cuadrangular ó triangular, usan de los 
problemas relativos á la division de las areas, que 
pueden verse en varios autores. Bails trae muchos en 
su geometría. Pero lo mas común es valuar todo el 
terreno en estadales ó varas cuadradas: dividir su va­
lor en el número de partes, que se pide, v tomar ya rec­
tángulos, jra trapecios-, ya triángulos, que equivalgan 
á cada parte. La figura, que han de tener dichas par­
tes,' pende de circunstancias diferentes, como son la 
participación común de un pozo ó caserío, ó de la 
margen de una ribera, ó los convenios y transaccio­
nes hechos entre los que han de repartir el terreno. 

Oci'os hacen la valuación y la division, levantan­
do con suma exactitud el plano del terreno, y ha­
ciendo en él la medición ó la division por medio 
de la escala , ó por operaciones geométricas. 

Bien se vé cuan útil será, para no hallarse atado 
en ningún caso, ni esponerse á arbitrariedades ¿ine­
xactitudes en las operaciones, que el agrimensor reú­
na á mucha práctica y tino en el manejo de Jos ins­
trumentos, la competente instrucción en Jos princi­
pios de Ja geometría elemental y de la análisis 
geométrica, que.lo pongan en estado de resolver 
todos los problemas, que puedan ocurrirle. La nece­
sidad de esta instrucción queda bien probada con los 
problemas de geodesia, que hemos resuelto anterior­
mente, y que son por la mayor parte de un uso con­
tinuo en la práctica de la agrimensura. Así es, que los 
agrimensores mas hábiles emplean, señaladamente en 
Jas operaciones delicadas, el grafómetro para la medi­
ción délos ángulos, y usan de los métodos trigonométri­
cos , como mas seguros y exactos, que el de la escala, ea 
la determinación de distancias no medidas en el terreno. 
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Medidas de volúmenes y aforos. 

I Q S. La capacidad de los vasos cilindricos, que contienen líquidos, 
se mida adoptando primeramente una unidad de medida, por cgem-
plo , una azumbre de líquido, poniéndola en un vaso cilindrico pe­
queño , cuyo diámetro este bien medido, y señalando con mucha 
exactitud la abura del fluido en diclio vaso. Refiriendo á esta base y 
altura las del vaso cilindrico, que se quiere medir, el producto ds 
dichas- razones dá el número de azumbres, que contiene el vaso. 

Para liallar estas razones con facilidad, se construye una vara: se 
toman sobrG una de sus caras partes iguales á la altura del fluid»» en 
el vaso, que sirve de unidad, y en la otra los diámetros del circu­
lo doble, triplo, cuádruplo etc. de la base de dicha unidad; construc­
ción que se hace por la propiedad conocida del cuadrado de la hipo­
tenusa. Estas dos caras servirán para hallar la base y altnra del va­
so propuesto. t . , 

Si dicho vaso es cónico, se deberá multiplicar el tercio de su altu­
ra por la suma de las dos bases opuestas y de una base media pro­
porcional geométrica entre ambas. En la práctrica multiplican la semi­
suma de las dos bases por la allura, método, en que se cometen 
"grandes errores; y tanto mayores , cuanto es mayor la ditereuCia de 
ambas bases. , 

Si el vaso es un tonel, lo dividen por medio con una sección para­
lela á las bases, y cada mitad la consideran como un cilindro do 
la miaña altura y cuya base sea la semisuma do la sección y de la 
liase del tonel. Este método no es tan erróneo en l<>s toneles , como en 
los vasos cónicos, ya porque la diferencia de la sección á la base no es 
muv "rande, ya porque anchando el tonel mas que el vaso cónico, se 
acerca°mas al cilindro de la base media. Pero lo mejor seria, deter­
minada la curva de revolución, que forma el medio tonel y que se 
acorta mucho a parábola, hallarla solidez del paraboloide por los 
métodos que subministra el calculo integral. Solo hacemos esta obser­
vación para que se conozca hasta qué punto es necesario proiund.zar 
en las matemáticas puras, si se quieren obtener los resultados prác­
ticos con la debida exactitud. 

Arqueo de los buques. 

too Arquear un buque es determinar el número de toneladas que 
contiene la capacidad de la bodega Para hacer esta operación con 
arrelo a ordenanza , dada por S. M. en real cédula de i9 de' Sc-
ti mbrc de 174-a , se deben tomar caico dimensiones, que son, Eslora^ 
¿uilla hmpia. Manga , rían y Puntal. 
c La Eslora se mide en la allura de la primera cubierta de codaste a 

roda por la parle interior de la tablazón. . 
La Ouilla se mide desde el nacimiento del Branque hasta el alefri* 

¿d coditàlt,- w di Còlopa a estopa, que es lo que se quilla limpia» 



'  ( T O O  
La Maneja se toma en lo mas ancho de la cuaderna « Barenga 

maestra sobre la primera cubierta 6 por lo inter'or de la tablazón. 
£1 Plan se mide sobre dicha cuaderna de cabeza á cabeza de Ha-

renga , ó de palmejar á palmejar , que son los que pasan por las ca­
be/as de los planes. 

Puntal es la distancia que hay desde el «obreforro de la bodega has­
ta debajo de la tablazón de la primera cubierta íin incluir la vuelta, 
del vaso; y se toma en el mismo sitio da la cuaderna maestra sobre el 
forro del plano. 

Tomadas estas dimensiones en pies de Burgos, multipliqúense entra 

si estos tres factores; semisuma de eslora y quillay * déla manga su­

mados con la mitad del plan; mitad del puntal; el producto será ea 

pies cúbicos el volumen de la bodega; multipliqúese por y se 
70,9 

tendrá el número de toneladas del buque. Su tercera parte se consi­
dera empleada en el peso de arboladura y víveres etc. y las otras dos 
terceras partes espresan la carga. 

Esta operación equivale á multiplicar la semisuma de eslora v quilla 
por e¡ puntal, lo que dá el area del trapecio, que resulta del corte 
vertical del medio del buque, y á multiplicar después esta area poc 

3 • 
los — de la manga mas \ del plan. Como entre el plan y la manga 

hay alguna diferencia, esta operación viene á ser multiplicar la area 
de dicho trapecio por la mitad de la manga y algo mas : lo que su­
pone reducida la medida de la bodega á un.prisma trapezoidal, cuyo 
ancho fuera poco mas* de la mitad de la manga. Esta reducción tiene 
mucho de arbitrario, porque aun cuando en algunos buques fuese exac­
ta ó muy aproximada, la diversidad de las figuras en las diversas es-
pecios ele barcos hace esta reducción mas ó menos errónea, y de aquí 
provienen las correcciones siguientes, que son de reglamento." 

A todo buque, cuyos entrepuentes no bajen de seis pies de alto, se 
le añadirá un poi 100 del arqueo * a los que tienen de 6 a [í pies, 
un 10 por 100, y a los que tengan menos de 4 pies , no se añadirá nada. 

Si la embarcación es muy fina, con muchos ráseles a popa y proa, 
estrecha de cuaderna y sin entrepuentes, se le ha de rebajar al arqueo 
un 8 por 100. 1 

Si el buque tiene una figura semejante á urca, el tercer factor n» 

Será la mitad del puntal, sino los — del puntal. 
»  1 2  1  

kuque esta tan cargado, que no se pueden tomarlas dimensio­
nes de puntal, plan y quflia, fe tomara la 7.« parte de la E-I-,ra, 
y se tendra la quilla limpia. Multipliqúese la suma de eslora y qui­

lla por los Z. de la manga; al producto se quita la última nota de 

derecha, y resulta el arqueo en toneladas. 
í^a Uüeíada es de 7°>I^ö45 pics cúbicos, 
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